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El colegio Nuestro Punto de Encuentro
discreta. Los métodos combinatorios se utilizan para resolver
problemas de transporte, problemas sobre confeccion de
horarios, planes de produccién y la mecanizacion de los mismos,
asi como para determinar las caracteristicas genéticas en la
obtencion de razas de animales en laboratorios. La combinatoria
también es utilizada para confeccionar y descifrar claves, asi
como para resolver problemas de la teoria de la informacion. Y
también -épor qué no?- para decidir en un futuro no muy lejano
la forma mas eficaz de conservar la vida en nuestro planeta.

2)Elige uno de los temas que se tratan en el texto que mas te
haya llamado la atenciéon y andtalo en una hoja.

3)Comparte con tu compafiero o compafiera de al lado y elijan
uno de los temas.

4)El tema escogido por ambos debera ser investigado por ambos
para la préxima jornada y deberan hacer un cartel sobre la
investigacion realizada.

5)En la préxima jornada, los trabajos seran expuestos en la
“galeria de cuadros”.

6)No te olvides que el cuadro que presenten debe ser atractivo.
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Reflexion final Indice

1) Lee atentamente el siguiente texto.

En ocasiones se presenta la necesidad de calcular el nimero de
maneras distintas en que un suceso se presenta o puede ser
realizado. Otras veces es importante determinar la probabilidad
de ocurrencia de un evento especifico. En ambos casos se apela
al sentido comun, o se establecen métodos que permitan
sistematizar los calculos. Sin embargo, es frecuente que
solamente el sentido comun ayude a entender por qué se eligid
un determinado procedimiento. La combinatoria es una parte de

la Matematica que resulta util para resolver este tipo de INErOdUCCION L. 5
problemas en diferentes especialidades, como la Biologia, la Reflexion 5
Fisica, la Quimica, la Matematica y la Linglistica, y el desarrollo s
de la combinatoria es un trabajo pesado y requiere paciencia. Matrices 6
Muchas veces los y las estudiantes no tienen las herramientas Determinantes 17
necesarias para enfrentarse a situaciones problematicas que T
involucren la aplicacién de conceptos de combinatoria , y en este Analisis Combinatorio 25
sentido, el trabajo de profesores y profesoras es importante, T
porque al destacar las caracteristicas que tienen los conceptos Reflexidn final 34
definidos o propiciar una adecuada descripcion o caracterizacion
de los mismos, estda garantizando el éxito en el proceso de Bibliografia 36

ensefianza - aprendizaje.

En la historia, aparecen nombres como los del célebre italiano
Tartaglia, uno de los pioneros en la combinatoria, asi como los de
los franceses Pascal y Fermat, quienes realizaron un estudio
tedrico de la combinatoria, recogiendo informaciones en las
mesas de juego y registrandolas estadisticamente para estudiar
las leyes de regularidad bajo las cuales se regian. También se
destacan los nhombres de Bernoulli, Leibniz y Euler.

El rol fundamental en el desarrollo de la combinatoria, lo
constituyeron las aplicaciones a los distintos tipos de juegos, sin
embargo en los Ultimos afios, la combinatoria entré en un
periodo de intenso desarrollo relacionado con el crecimiento
general del interés hacia los problemas de la matematica
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3) Cuando ha transcurrido el tiempo necesario, el facilitador da la
orden de que uno de los circulos gire a la derecha o a la izquierda
una determinada cantidad de lugares, de manera a cambiar de
pareja.

4) Nuevamente, cada estudiante, comparte con su compafiero o
compaiera de enfrente el problema que ha resuelto y los pasos
que ha seguido para resolverlo.

5) Cuando el facilitador da la orden, todos vuelven a girar segun
las indicaciones dadas y realizan la misma actividad que en el
item anterior.

Observacion

Los giros se pueden repetir la cantidad de veces que el/la
facilitador/a considere necesario.

La técnica puede ser también utilizada en otros momentos del
proceso enseflanza - aprendizaje.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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Conclusion
Analicemos detenidamente la parte b) del problema 2 del taller 3
y el problema 1 de este taller.
Los calculos realizados en el primero fueron los siguientes:

6Paz6x5x4x3= = O - 081 _720_ ..

(6-4)1 21 2
En el segundo caso, como no importa el orden en que fueron
seleccionados los estudiantes y éstos se ordenan de 4! maneras
distintas, entonces para la solucién de dicho problema, se divide
360 entre 4! = 24 y el resultado obtenido es 15.

Asi, en otros problemas en los que tampoco importa el orden en
que se eligen los elementos, se utiliza la formula de permutacién
de "n” elementos tomados "“r” a la vez y se divide entre la
cantidad de permutaciones de los “r” elementos. A esta forma de
conteo se le llama Combinacion de “n” elementos tomados

ALY /4

r” a la vez, se simboliza por nCr vy su formula es

n!
ncr=Pr_ (n-r)! nt
r! rr (n-r)ie!
TALLER 5

El objetivo del taller 5 es que los y las estudiantes afiancen
los conocimientos adquiridos en relacion al principio
fundamental del conteo, la permutacion y la combinacion.

La técnica propuesta para el taller 5 es la de “circulos
concéntricos”, que consiste en formar dos circulos concéntricos,
cada uno de ellos con la misma cantidad de estudiantes.

1) Cada estudiante recibe un problema distinto que debe
resolverlo en forma individual.

2) Una vez que todos hayan resuelto el problema que le fue
asignado, cada estudiante comparte con su compafiero de
enfrente el problema y su solucidn.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA ﬂ
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Introduccion

Este cuadernillo ha sido elaborado para ser utilizado en las
jornadas de la Campafia de Apoyo a la Gestidon Pedagdgica a
Docentes en Servicio - 2011, en el Area de Matematica, con los y
las docentes participantes.

En cada uno de los talleres, se proponen actividades a ser
desarrolladas por los y las estudiantes, a fin de lograr la
introduccion de matrices y determinantes y el andlisis
combinatorio.

Reflexion

Realizamos una lectura, en forma personal, de la frase del
célebre filésofo y matematico francés René Descartes (1596-1650).

0

/ Vd . 0 .

\J) La matemdtica es la ciencia del
orden y la medida, de bellas
cadenas de razonamientos, todos

sencillos y fdciles.

J

—/

Luego de la lectura personal, formamos grupos de 5 personas,
comentamos nuestra reflexién y escribimos una frase relacionada
a la reflexion grupal.

Escribimos la frase en una cartulina y la entregamos a los
facilitadores/as de la jornada, quienes armaran una “galeria de
cuadros” que podra ser visitada a la hora del receso para
compartir nuestras opiniones y experiencias sobre la matematica.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA -
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Matrices

TALLER 1

En el TALLER 1 se presenta un problema sencillo de la vida
cotidiana y que puede ser resuelto mediante simples calculos
aritméticos. La metodologia propuesta pretende que, desde un
solo problema, bien seleccionado y trabajado, los y las
estudiantes desarrollen las ideas principales sobre matrices, y
comprendan la importancia de disponer informaciéon de manera

El colegio Nuestro Punto de Encuentro
Asi, si observamos la parte b) del problema 2, tenemos que

(30-29-28-27)26-25-24-...3-2-1 30!
26-25:24x..x3x2x1 26!

30P4=30.29.28 27 =

(n-r)!
Si de los "n” elementos se permutaran todos los elementos
como en la parte a) del problema 1, escribimos
n! n!

Asi, en general nPr=

=—=n! o simplemente P, y decimos simplemente
(n-n)! O!

permutacion de n elementos.

ordenada, de modo a facilitar los célculos y la resolucién de nPn=
ciertos problemas.

La confiteria “Dulces sabores” tiene su casa central en

Asuncion y 3 sucursales en otras ciudades del pais. Sucursal 1: TALLER 4
Cnel. Oviedo, Sucursal 2: Encarnacién y Sucursal 3: Ciudad del
Este. En los cuatro locales se fabrica una gran variedad de tortas Con el Taller 4 se pretende que los y las estudiantes
y tartas dulces. descubran el concepto de combinacion. Se propone una ficha
de trabajo que el/la estudiante va completando hasta llegar a
Los ingredientes comunes a tres de los productos que fabrica son una conclusion final que es compartida entre todos y todas.
harina, azlUcar, manteca y huevo. Las cantidades necesarias de
cada uno de ellos son:
Ficha
1)De un grupo de 6 estudiantes se eligen 4 para formar una
Bizcochuelo de chocolate con cobertura comision que participarad en un evento organizado por el MEC en
Harina de trigo 0000: 300 g el marco del Bicentenario. ¢De cudntas formas distintas se

AzlUcar: 150 g
Manteca: 150 g
Huevos: 4 unidades

pueden elegir los cuatro estudiantes?

2)Un colegio enviara a 3 estudiantes a la Ronda Regional de la
Olimpiada de Matematica. Para elegir a dichos estudiantes, se
tomard un examen a los 10 mejores de la Ronda Colegial. Los

Torta de naranja Tarta de frutas gue ocupen los tres primeros lugares seran los seleccionados.
(para la masa) ¢De cuantas maneras distintas se puede elegir a los estudiantes?
Harina de trigo 0000: 350 g Harina de trigo 0000: 250 g éImporta el orden de la seleccidn?.
Azlcar: 175¢g Azlcar: 100 g
msg\tligézzlfr?igades l\H/ISg\t/iZ?BlSr?igades Compara los resultados del problema 1 de este taller con los
' o ' resultados del problema 2, parte b) del taller 3 y el problema 2

de este taller con los resultados del problema 3 del taller 3.
a) ¢En cual de ellos hay menos casos?

b) éPor qué?
MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA -
31
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El colegio Nuestro Punto de Encuentro
2) De los 30 estudiantes del segundo curso de un colegio
hay seis estudiantes que se candidatan para ser electos
como presidente, vicepresidente, secretario o tesorero
del curso.
a) ¢De cuantas maneras distintas puede conformarse la
comision directiva del curso?
b) Si cualquiera de los 30 estudiantes puede ser electo
para cualquiera de los cuatro cargos, ¢de cuantas
maneras distintas puede conformarse la comision
directiva?

3) En una carrera de velocidad, participan 10 corredores.
¢De cuantas maneras distintas se puede integrar el podio
(primero, segundo y tercer puesto)?

4) Con las 27 letras del alfabeto, écuantos codigos diferentes
de cuatro letras distintas se pueden formar?

Conclusion

Si te fijas nuevamente en los calculos que has realizado, podras
darte cuenta que en cada uno de ellos, has utilizado el principio
fundamental del conteo estudiado en el taller 2.

En algunos de los problemas has tomado todos los elementos
disponibles, mientras que en otros solamente algunos de ellos.
Pero sin embargo, en todos los casos, el orden en que se han
colocado los elementos ha sido importante.

Cuando esto sucede, decimos que hay una permutaciéon de

A\ /4

“n” elementos tomados “r” a la vez y consiste en la

A\ W/

acomodacion (importando el orden) sin repeticiones, de “r
elementos de los “n” elementos. El niumero de permutaciones
de "n” elementos, tomados “r"” a la vez, se denota por medio
de nPr o P(n,r).

Lo presentado anteriormente, en una férmula, lo podemos
escribir como nPr=nx(n-1)x(n-2)x(n-3)x.....(n-r+1).

A fin de simplificar la expresion anterior, definimos el factorial
de un numero entero positivo n, denotado por n!, de la
siguiente forma: n! =nx(n-1)x(n-2)x(n-3)x....3x2x1 y

0! = 1.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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En la tabla 1 aparecen las cantidades de tortas de cada tipo que

se producen en las diferentes ciudades en una semana cualquiera
del mes.

Asunciéon | Cnel. Encarnacion Ciudad
Oviedo del Este

Bizcochuelo 100 80 70 120
de chocolate
Tarta de 120 50 90 100
frutas
Torta de 70 60 50 80
naranja

Tabla 1
PARTE 1

1) En relacion a la Tabla 1, contesta:
a) ¢Qué cantidad de tortas de naranja se fabrican en
Encarnacion cada semana?
b)En Ciudad del Este, écuantas tartas de fruta se producen en
unasemana? __
c)éCuantos bizcochuelos de chocolate se fabrican en Cnel.
Oviedo cada semana? _
2)Transcribe los datos de la tabla 1 anterior a la tabla 2.

Bizcochuelo | Tarta de | Torta de
de chocolate | frutas Naranja

Asuncion

Cnel. Oviedo

Encarnacion

Tabla 2

Ciudad del Este

3)¢Puedes responder las mismas preguntas que en el item 17?.
¢Por qué?

4) Con los datos proporcionados anteriormente, completa las
siguientes tablas calculando la cantidad total de cada uno de los
ingredientes que son necesarios en cada una de las ciudades vy
para cada una de las tortas (en kg la harina, el azlcar vy la
manteca y en unidades los huevos).

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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Bizcochuelo
de chocolate

Tarta de | Torta de naranjas
frutas

Harina de trigo

AzUcar

Manteca

Huevo

Cnel. Oviedo

Tabla 3

Bizcochuelo
de chocolate

Tarta de | Torta de naranjas
frutas

Harina de trigo

AzUcar

Manteca

Huevo

Encarnacion

Tabla 4

Bizcochuelo
de chocolate

Tarta de | Torta de naranjas
frutas

El colegio Nuestro Punto de Encuentro
el primer lugar?. Si el primer lugar ya fue ocupado por uno
de los cuatro, écuantas personas hay disponibles para
ocupar el tercer lugar?. Si ahora ya fueron ocupados el
primero y el segundo lugar, écuantas personas quedan
disponibles para ocupar el tercer lugar?. Y por ultimo,
cuantas personas quedan disponibles para ocupar el uUltimo
lugar?

Conclusion

Después de haber resuelto los cuatro problemas anteriores
puedes observar que en todos los casos ha habido un evento
(o situacién) E; que podia suceder de m; maneras diferentes,
otro evento E,, que podia suceder de m, maneras diferentes,
otro evento E;, que podia suceder de m; maneras diferentes
y asi sucesivamente. Entonces el numero de maneras
diferentes en los que los eventos E;, E,, Es,...Ex pueden
ocurrir es es my X ms X ms X.....,Mg .

Este principio se conoce como “PRINCIPIO
FUNDAMENTAL DEL CONTEO".

TALLER 3

Harina de trigo

Azlcar

Manteca

Huevo

Con el Taller 3 se pretende que los y las estudiantes
descubran el concepto de permutacion. Se propone una ficha
de trabajo que el/la estudiante va completando hasta llegar
a una conclusidn final que es compartida con todos y todas.

Ciudad del Este

Tabla 5

Bizcochuelo
de chocolate

Tarta de | Torta de naranjas
frutas

Harina de trigo

AzUcar

Manteca

Huevo

Tabla 6

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA

Ficha

1)Se dispone de las siguientes tarjetas

1 2 7 9

a)éCuantos numeros distintos pueden escribirse si se
usan todas las tarjetas?

b)éCuantos numeros distintos pueden escribirse si se
usan solamente 3 tarjetas?

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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4)
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¢De cuantas maneras distintas se pueden reordenar las
letras de la palabra SUMA para formar otras palabras
(tengan sentido o no).? Para ayudarte a responder la
pregunta, completa el diagrama de arbol que aparece abajo
y luego intenta escribir una expresion aritmética para la
solucion del problema.

Maria, Luis, Esteban vy Graciela quieren sacarse una
fotografia. ¢De cuantas maneras distintas pueden colocarse?
Para ayudarte a resolver el problema te proponemos que
pienses que cada una de las cuatro personas debe ocupar un
lugar en la fila. Son cuatro posiciones como te explicamos a
continuacion. ¢éCuantas personas hay diponibles para ocupar

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA n
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En base a los datos que completaste en las tablas, contesta las

siguientes preguntas

1)¢Qué cantidad de harina debe comprarse en total en las cuatro
fabricas para hacer el bizcochuelo de chocolate?

2)éQué cantidad de huevos se compran en total para hacer las
tortas de naranja?

3)¢éQué cantidad de azlcar se compra en total para las tartas de
frutas?

4)¢Qué cantidad de manteca se compra en total para el
bizcochuelo de chocolate?

Si completas la tabla que estd a continuacién, podras responder
facilmente las preguntas 1) a 4) anteriores, e incluso otras mas.
(Indica en cada casilla de la tabla las operaciones que realizas
para obtener los resultados finales).

Cantidad total de ingredientes necesarios para producir las
tortas en todas las fabricas del pais de la empresa “Dulces
sabores”.

Torta de
naranjas

Bizcochuelo | Tarta de
de chocolate frutas

Harina de trigo

Azicar

Manteca

Huevo

Tabla 7

Redacta otras preguntas que se pueden responder con la
informacién de la tabla y contéstalas ti mismo/a.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA n
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PARTE 2

1) Se sabe que en la primera semana del mes en la fabrica de
Ciudad del Este se produce el doble que en las otras tres
semanas, pues hay mas cantidad de personas que visitan la
ciudad. Determina la cantidad de cada uno de los ingredientes
gue seran necesarios para fabricar las tres variedades de tortas.
Coloca la informacién en una tabla como las anteriores indicando
la operacidn aritmética que realizas para obtener cada resultado
final.

Ciudad del Este

Bizcochuelo Tarta de Torta de
de chocolate frutas naranjas
Harina de
trigo
Azlcar
Manteca
Huevo
Tabla 8

2) En la dltima semana del mes, en Asuncién se fabrica
solamente la mitad que en las otras semanas. Determina la
cantidad de cada uno de los ingredientes que seran necesarios
para fabricar las tres variedades de tortas. Coloca la informacién
en una tabla como las anteriores indicando la operacion
aritmética que realizas para obtener cada resultado final.

Asuncion
Bizcochuelo Tarta de Torta de
de chocolate frutas naranjas
Harina de
trigo
Azlcar
Manteca
Huevo
Tabla 9

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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TALLER 2

Con el Taller 2 se pretende que los y las estudiantes
descubran el principio fundamental del conteo, desarrollando
su creatividad y razonamiento légico. Se propone una ficha
de trabajo que el/la estudiante va completando hasta llegar
a una conclusién final que es compartida con los demas
compaferos. Al adquirir este principio, es importante hacer
notar que puede ser aplicado en muchas otras ocasiones.

Ficha

1) La figura de abajo muestra la posicion de algunas ciudades.
Juan quiere viajar desde la ciudad A hasta la ciudad D.
Desde A se puede viajar hasta B por tres caminos
diferentes, desde B se puede viajar a C por dos caminos
diferentes y desde C se puede viajar hasta D por tres
caminos diferentes. éDe cuantas maneras distintas puede
organizar Juan su viaje desde A hasta D?
a) Resuelve el problema en forma gréafica.
b) Resuelve el problema mediante cdlculos aritméticos.

D O O ©

2) Luis, Carlos y José corren una carrera de bicicletas. éDe
cuantas maneras distintas pueden ocuparse los dos primeros

lugares?

M
Luis ;
Carlos T
José A

a) Resuelve el problema en forma grafica.
b) Resuelve el problema mediante calculos aritméticos.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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El colegio Nuestro Punto de Encuentro
b)¢Cuantos numeros impares distintos se pueden formar
con los tres digitos?
c) éCuantos numeros pares distintos se pueden formar con
los tres digitos?

3) Sofia tiene 3 blusas, 3 polleras y 2 pares de zapatos. éDe
cuantas maneras distintas se puede vestir Sofia?

4) En un campamento, se formaron dos equipos diferentes.
Los equipos disponen de telas para armar banderines
diferentes de modo que cada uno transmita un mensaje
en codigo. Si el equipo A recibié telas de color rojo,
anaranjado y azul, écudntas banderas distintas de tres
franjas horizontales puede armar, si los colores no pueden
repetirse?

5) ¢éCuantas palabras distintas (tengan sentido o no) se
pueden armar con las letras de la palabra AMOR?

6) Juan tiene 2 libros de logica, uno de aritmética, uno de
algebra y uno de geometria.

a)éDe cuantas maneras distintas puede colocar Juan los
libros en un estante?

b)éDe cuantas maneras puede colocar Juan los libros en el
estante si los libros de légica deben estar siempre
juntos?

c) éDe cuantas maneras puede colocar Juan los libros en el
estante si el libro de Aritmética debe estar siempre en el
extremo izquierdo y los libros de ldgica pueden estar
separados?

7) Un juego de una Kermesse consiste en una urna con seis
pelotitas numeradas de la siguiente forma: 0, 50, 100,
500, 3 000 y 10 000. Una persona extrae tres pelotitas y
el premio en guaranies que obtiene es la suma de los
numeros que se indican en las pelotitas que extrajo.
éCuantos premios distintos puede obtener?

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA n
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PARTE 3
Se sabe que los costos en guaranies de los ingredientes en cada
una de las ciudades son los siguientes:

Asunciéon | Cnel. Encarnacion | Ciudad
Oviedo del Este
Harina de 3700 3600 3500 3400
trigo(el kg)
Azucar(el kg) 7 250 6 900 7 000 7 100
Manteca(el kg) 25 000 26 000 24 000 24 500
Huevo(c/u) 650 620 640 650
Tabla 10

En base a las informaciones conocidas, responde las siguientes
preguntas, considerando una semana cualquiera de produccion.

1) ¢{Cuanto se gastaria en total, si toda la produccion de
bizcochuelos de chocolate se hiciera en Asuncién?

2) ¢Cuanto se gastaria en total, si toda la produccién de
bizcochuelos de chocolate se hiciera en Cnel. Oviedo?

3) éCuanto se gastaria en total, si toda la produccién de
bizcochuelos de chocolate se hiciera en Encarnacién?

4) {Cuanto se gastaria en total, si toda la produccion de
bizcochuelos de chocolate se hiciera en Ciudad del Este?

5) éCuanto se gastaria en total, si toda la produccién de tarta de
frutas se hiciera en Asuncion?

6) ¢Cuanto se gastaria en total, si toda la produccion de tarta de
frutas se hiciera en Cnel. Oviedo?

7) ¢Cuanto se gastaria en total, si toda la produccion de tarta de
frutas se hiciera en Encarnacion?

8) éCuanto se gastaria en total, si toda la produccion de tarta de
frutas se hiciera en Ciudad del Este?

9) iCuanto se gastaria en total, si toda la produccién de tortas
de naranja se hiciera en Asuncién?

10) ¢Cuanto se gastaria en total, si toda la produccion de
tortas de naranja se hiciera en Cnel. Oviedo?

11) ¢Cuanto se gastaria en total, si toda la produccidon de
tortas de naranja se hiciera en Encarnacién?

12) ¢éCuanto se gastaria en total, si toda la produccidon de
tortas de naranja se hiciera en Ciudad del Este?
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TEORIA

Definicion: Una matriz es un conjunto de elementos
dispuestos ordenadamente en filas y columnas.

A la disposicién horizontal le llamamos filas y a la disposicidon
vertical le llamamos columnas.

En la Tabla 1,

pertenecen a la fila 1 los nUmeros: 100, 80 ,70 y 120
pertenecen a la fila 2 los nUmeros: 120, 50,90y 100
pertenecen a la fila 3 los niUmeros: 70, 60, 50 y 80

pertenecen a la columna 1 los nimeros: 100, 120 y 70
pertenecen a la columna 2 los nimeros: 80, 50 y 60
pertenecen a la columna 3 los numeros: 70,90y 50
pertenecen a la columna 4 los nimeros: 120, 100y 80

Para identificar a los elementos de una matriz les nombramos con
alguna letra minuscula y un subindice formado por dos nimeros,
el primero representa la fila a la cual pertenece el elemento y el
segundo representa la columna a la que pertenece el elemento.
Asi tenemos entonces que en la tabla 1, los numeros dados
estarian representados por:

a;; = 100 a;; = 80 a;3 =70 ais = 120
a; = 120 a, = 50 a3 = 90 axs = 100
ds; = 70 dzp = 60 ds3z = 50 dzg = 80

La matriz se representa mediante una letra mayuscula y los
valores dispuestos ordenadamente se colocan dentro de un
paréntesis o corchete, como mostramos abajo.

Elemento de la fila 1, columna 2
A= Elemento de la fila 2, columna 3
- a21 a22

N\

» Elemento de la fila 3, columna 2
L
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Analisis Combinatorio

TALLER 1

En el TALLER 1 se presentan problemas sencillos que pueden
ser resueltos mediante simples calculos aritméticos. La
metodologia propuesta es la técnica de estaciones, la cual
permite introducir el tema de una manera lidica, pero a la vez
desafiante.

Metodologia

1)Se distribuyen problemas que se resuelven por combinatoria y
materiales de simple manipulacion en espacios que llamamos
estaciones.

2)Los estudiantes resuelven los problemas utilizando los
materiales disponibles en cada lugar.

3)El tiempo de permanencia en cada estacion serd determinado
por el facilitador.

4)Cuando el facilitador indica, los grupos deben cambiar de
estacién y resolver el problema que se presenta en la misma.

5)Cuando todos los grupos hayan recorrido todas las estaciones,
cada grupo expone la solucién del problema que han resuelto
en la Ultima estacién visitada.

Observacion: Como todas las personas han recorrido todas
las estaciones, todos tienen conocimiento de los problemas vy
en el momento de la presentacién de los grupos se fomenta el
debate entre los estudiantes, de manera a promover también
desde el aula de matematica la discusion y el debate.

Problemas propuestos para el Taller 1

1)Se dispone de cuatro frutas diferentes: manzana, naranja,
banana y melén. Si se desea hacer una ensalada de frutas
utilizando Unicamente tres de ellas, écuantas variedades de
ensaladas se pueden hacer?

2)Dados los digitos 2, 3 y 8.

a)éCuantos numeros de tres cifras distintas se pueden
formar?
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5)

6)

7)

El colegio Nuestro Punto de Encuentro
Si se suma una fila o una columna de una matriz cuadrada
a otra fila o columna multiplicada por un numero
cualquiera, el determinante de la matriz no se altera.
Si los elementos de una matriz cuadrada situados a un
mismo lado de la diagonal son todos nulos, el
determinante de la matriz sera igual al producto de los
elementos de la diagonal principal.
El determinante de una matriz cuadrada es igual al
determinante de su transpuesta.
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Se llama orden de una matriz A al producto indicado del

numero de filas y el nimero de columnas. Asi, una matriz de m
filas 'y n columnas, tiene orden m x n. Esa matriz puede
denotarse por Amyn.

Cuando construiste la Tabla 2 a partir de la Tabla 1, has
construido lo que se conoce como la transpuesta de una
matriz, que consiste en intercambiar filas por columnas. Si
observas nuevamente las tablas 1 y 2, podras darte cuenta que
la primera es de orden 3 x 4 y la segunda es de orden 4 x 3.

El trabajo que has realizado en la PARTE 1 al construir la tabla 7
se conoce como suma de matrices.

En la PARTE 2, en las tablas 8 y 9, has realizado lo que se
conoce como multiplicacion de una matriz por un escalar. En
el primer caso, el escalar fue 2 y en el segundo "-.

Segun lo que has experimentado en la resolucion del
problema, contesta las siguientes preguntas:

1)¢Coémo se realiza la suma de matrices?

2)Puedes sumar una matriz de orden 2 x 3 con una matriz de
orden 3 x 2? éPor qué?

3)éQué condicion deben cumplir dos matrices para realizar la
operacion de adicion entre ellas?

Conclusién: Para sumar dos matrices A y B, se suman sus
elementos correspondientes. La condicidn necesaria para sumar
dos matrices es que sean del mismo orden.

PARTE 4

Observa que si se construyen dos tablas como las que estan a
continuacion y se multiplican y suman los elementos segun el
orden que te indicamos, se obtienen los mismos resultados que
obtuviste cuando respondiste las 12 preguntas anteriores de la
PARTE 3.
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Observa que la primera tabla es la transpuesta de la matriz

correspondiente a la tabla 7.

Harina Azicar Manteca Huevo
Bizcochuelo a, = 111 a,, = 555 | @,3=555 | a,=1480
Tartade frutas | 5 - 102 a,, = 45 a,5 =42 a,4 = 960
Tarta de
a,, = 84 a,, = 40,25 a,-, = 35,5 a-, = 590
naranjas 31 32 33 34
Asuncion Cnel. Oviedo Encarnacion Ciudad
del Este
Harina _ _ _ _
by, = 3700 by, =3600 b,5 =3 500 b,, = 3 400
Azicar _ _ _ _
b,;=7250 b,, = 6900 b,5= 7000 b,,= 7100

Manteca | - 25000 | by, =26000 | by3=24000 | by,=24500

Huevo b,, = 650 b,, = 620 b,;= 640 b44 = 650

Para responder la primera pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,; b, + a,b,; + a;5b;; + a,b,;.

Para responder la segunda pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,, b,, + a;,b,, + a5 by, + a,b,,.

Para responder la tercera pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,, b;; + a,b,; + a5 by; +  a,b,s.

Para responder la cuarta pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,, b,, + a;,b,, + a5 by, + a,b,.

Para responder la quinta pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,, b,, + a,,b,;, + a,; b;; + a,b,,.

Para responder la sexta pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,; b, + a,,b,, + a,; b;, + a,,b,,.
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3.2 -2 3 2 -2 Observa que la
5)detA= 4 -3 —4;detB= 10 1 -8 segunda fila de Ia

matriz B se obtuvo
3 -1 2 3 -1 2 multiplicando la
primera fila por 2 y
luego el resultado se
ha sumado con la
segunda fila de la

misma.
Conclusién:
300 Observa que los
6) ~ detA=0 -3 0 ncima v por debajo.de
0O 0 2 la diagonal principal son
todos nulos
Conclusién:
3 1 -2 3 4 2
7y detA=[4 -3 -4, detA'=|1 -3 1
2 1 3 2 -4 3
Conclusién:

Algunas propiedades de los determinantes son las
siguientes:

1) Si los elementos de una fila o columna de una matriz son
todos nulos, entonces el determinante de la matriz es
nulo.

2) Si los elementos de dos filas (o columnas) de una matriz
cuadrada son iguales, su determinante es nulo.

3) Si se cambian de posicién entre si dos filas (o columnas)
de una matriz cuadrada, el determinante de la nueva
matriz es igual al anterior con signo contrario.

4) Si se multiplican todos los elementos de una fila (o
columna) por una constante "k”, entonces el determinante
de la nueva matriz es igual al anterior, multiplicado por
“K".
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TALLER 3

En el Taller 3 se aplica la definicién de determinante de una
matriz o la regla de Sarrus para descubrir las propiedades de
los determinantes.

Propiedades de los determinantes

Calcula el determinante de cada una de las matrices que
aparecen a continuacién. Observa la caracteristica que presenta
cada una de ellas y saca una conclusion.

2 1 -7 3 0 -7 Observa que la
matriz A tiene una
1)detA=|0 0 O, detB=|-1 0 2 fila de ceros y la
matriz B tiene una
3 4 5 5 0 4 columna de ceros.
Conclusion:
3 2 -7 3 6 Observa que la
matriz A tiene dos
2) detA=|3 2 -7 '-det B=-1 4 -1 filas iguales vy la
matriz B tiene dos
-31 4 5 2 5 columnas iguales.
Conclusion:
-3 -2 7 3 -1 2 Observa que los
elementos de la
3) detA=|1 7 -4 .detB=|1 7 -4 primera y tercera
fila se han
3 -1 2 -3 -2 7 intercambiado.
Conclusion:
3 2 -2 9 6 -6 Observa que la

4ydetA=14 -3 -4/.detB=4 -3 -4 primera fila de la

matriz A se ha
3 -1 2 3 -1 2 multiplicado por 3.

Conclusién:
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Para responder la sétima pregunta has realizado las siguientes
operaciones a,, b,; + a,,b,; + a,; by; +  a,b,;.
Para responder la octava pregunta has realizado las siguientes
operacionesa,; b, + a,,b,, + a, by, + a,,b,,.

Para responder la novena pregunta has realizado las siguientes
operacionesa; b, + a;, by, + a;; by, +  a;, b,

Para responder la décima pregunta has realizado las siguientes
operacionesa,; b, + a;, b,, + a;; by, + a3, b,,.

Para responder la undécima pregunta has realizado las siguientes
operaciones a;; b5 + a5, b,; + a5 by + a5, b,;.

Para responder la duodécima pregunta has realizado las
siguientes operaciones a;; b,, + a;, b,,+ as;; by, + a5, b,,.

Observa detenidamente cdmo se han realizado las operaciones.

Se han multiplicado ordenadamente los elementos de cada
fila de la primera matriz por los elementos de las columnas
de la segunda matriz y se han ido sumando dichos
productos.

A esa operaciéon que se ha realizado se le conoce como
“producto de matrices”.

¢Cudl crees que es la condicion necesaria para que pueda
calcularse el producto de dos matrices?

¢Cual de los productos entre las siguientes matrices crees que
sera posible realizar? Justifica y efectua.
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22 3y 3

0 -2 3 -52
D=4 3 E=[-2 5 3 F=(3 -2 4)
2 -4 6 -11
a)AxB__ b)AxC__ c)AxD___
dDxC___ e)ExB___ fYFxD___
g)BxE____ h) FxE___ i)CxF___

Para multiplicar dos matrices es necesario que el nimero de
columnas de la primera matriz sea igual al niumero de filas de
la segunda matriz. El orden de la nueva matriz esta dado por
el nimero de filas de la primera matriz y el numero de
columnas de la segunda matriz.

Algunas matrices especiales y sus caracteristicas

e Matriz fila: es la matriz que tiene una sola fila y n columnas.

e Matriz columna: es la matriz que tiene una sola columna vy
m filas.

e Matriz cuadrada: es la matriz cuyo numero de filas es igual
al numero de columnas.

En una matriz cuadrada, los elementos a; donde i = j
forman una diagonal denominada diagonal principal. A la
otra diagonal se le llama diagonal secundaria.

e Matriz diagonal: es la matriz cuadrada cuyos elementos no
pertenecientes a la diagonal principal son todos nulos.

e Matriz unidad de orden n (matriz identidad): es la matriz
cuadrada en la cual todos los elementos de la diagonal
principal son iguales a uno y los demas elementos son todos
nulos.

Luego de la teoria correspondiente a matrices, se trabaja con
fichas de problemas preparadas por el/la docente.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA n

El colegio Nuestro Punto de Encuentro

PARTE 4

Existe una regla practica, conocida como regla de Sarrus, que
permite calcular el determinante de una matriz cuadrada de
orden 3.

Dada la matriz cuadrada As,s , se repite hacia abajo la primera y
la segunda fila de la matriz como indicamos a continuacién. Se
multiplican los términos entre si, siguiendo las lineas en diagonal
y se asocian signos “+” a los productos de la diagonal principal
y las paralelas a ella y signo ”"-" a los de la diagonal secundaria
y a las paralelas a ella.

91 92 Y3

- -

1821 %2 933

91 @2 %371 %32 %53 "
%1 B2 %3

21 9y 93

11 %2 93
det A=

d3; 93 3933

8118y 833 ¥8;3°851 "33, +8;5 "8y3-837 — 813785 8337815 ") "833-8;; 33335 =

Aplica la regla de Sarrus para calcular el determinante de las
siguientes matrices.

8 3 1 2 2 -7
a) detA=|5 2 -4. by detB=|3 4 -3

-2 1 0 -2 1 5

2 8 4 0 12 7
c)ydetC=|-5 6 -4, d) detb=14 9 -6

3 7 3 -1 1 8
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PARTE 2

Considerando la matriz A de la PARTE 1 y el menor
complementario de cada elemento de A, se llama cofactor de a;
al numero real que se obtiene al multiplicar (-1)'*J por D; vy lo
representamos por A;. Asi, A = (-1)'*) x Dy

Calcula el cofactor de cada uno de los elementos de la matriz

2 3 -5
B=4 7 3

-1 2 0
PARTE 3

Dada la matriz cuadrada S de orden 3, se define como
determinante de la matriz el niUmero

91 92 943

detA= 3y; 3y, dy3|=
d3; 93 933
811895833 8;3°851 "835 485 853837 —8y3°8); 183378158y, 83378y ' 3)3°33; =

ayq (ay, 833 835 3y3) —8y5 (@51 33— 33 -3y3) + 213 (@)1 -5y~ 83 -3y, ) =

a
da
11a

a a

—d
12 |4

22 93 21 93 dy1 9
+a

135

31

a

32 933 31 933 a3y

det A =a;; Ajy—-a,A; +a3A 3
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Determinantes

TALLER 1

En el Taller 1 se introduce el concepto de determinante de una
matriz cuadrada de orden 2 a partir de la solucion de sistemas
de ecuaciones.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando el
método de reduccion.

a) {3x+5y=1 b){3x—2y =7 C)3x—2y= 7
2X + y=3 6x-4y =14 6x -4y =10

¢Qué conclusién puedes sacar en cada uno de los casos?

Observa detalladamente lo que sucede al desarrollar la soluciéon

de cada uno de ellos.

3x+5y=1

, los pasos que se han
2X + y=3

En el caso del sistema {

realizado para obtener la solucién son los siguientes:
1) Para eliminar la variable “y”, se multiplica la primera ecuacién
por 1 y la segunda por -5 y entonces se obtiene

1.3x+1.5y =1.1

{—5.2 x-51y=-5.3

2) Al sumar miembro a miembro ambas ecuaciones nos queda
1.3x-5.2 x=1.1-5.3.

3) Al factorizar “x” obtenemos (1.3-5.2)x=1.1-5.3.
1.1-5.3_1-15 -14
1.3-5.2 3-10 -7
5) Trabajando de manera analoga para encontrar el valor de “y”,
3.3-2.1_9-2 7
1.3-5.2 3-10 -7
Se puede notar que la expresién numérica 1.3 - 5.2 aparece en
ambos casos y es de destacar que el valor de dicha expresién
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determina el caracter del sistema y por lo tanto recibe el nombre
de determinante.
ax+bys=r

tenemos que el
cx+ dy =s

En general, en la ecuacion {

determinante esta dado por a-d- b-c
Sia-d- b-c#0, el sistema tiene una solucion Unica.
Sia-d-b-c=0, a-s-r¢c=0 y r-d-b-s=0, entonces

” W 144

“a”, 'b” y “'r” son proporcionales a “'c”, y “s”. Bajo estas
condiciones, el sistema tiene infinitas soluciones y un

3x-2y =7
ejemplo de ello es el sistema b) Xy ; con las razones
6x-4y =14
-2 7
de proporcionalidad §=—=—.
6 -4 14

Six=1,entonces 3.1 -2y =7 >y =-2.

Otra solucion posible es para x = 2, entonces y:_%.

De este modo para cualquier valor de x que escojamos
obtendremos un valor paray.

Sia-d-b-¢c=0,a-s-rc#0y r-d-b-s#0, entonces “a”
y “b” son proporcionales a “c¢” y “d"”, pero esta proporcionalidad
no se extiende a “r” y “s”, y por lo tanto, el sistema no tiene
solucion y un ejemplo de ello es el sistema

3x-2y= 7 3 -2 7
C){xy on —=

; C £—.
6x -4y =10 6 -4 10

Para obtener el valor del denominador en cada caso se ha
calculado la diferencia entre los productos de los elementos de la
diagonal principal y los de la diagonal secundaria.
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Conclusion

: _(a11 a2
Dada una matriz cuadrada de orden 2, A = , se llama

az1 az
determinante asociado a la matriz A, al nimero real obtenido
por la diferencia a;; a,; — aiz az;.

1 9

Se simboliza por det A = |A| = 2 g

= djii dz2 — Ay A2i.

21 22

TALLER 2

En el Taller 2 se define el determinante de una matriz

cuadrada de orden 3 a partir de los cofactores de una matriz.

PARTE 1

91 92 93

Dada la matriz A= se llama menor

A1 9 93
d3; 93 933

complementario Dj; relativo a un elemento a; de A al
determinante asociado a la matriz cuadrada de orden 2 que se
obtiene a partir de A, eliminando la fila y la columna a la que
pertenece el elemento a;.

91 93
a

, . 92 93
Asi tenemos por ejemplo D,, = y D, =

32 933

a

21 23

Determina los menores complementarios de cada uno de los
demas elementos de la matriz A
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