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Reflexion final

En nuestras clases debemos tener siempre presente que la
matematica es un lenguaje muy potente para comunicarse, por lo
tanto, es de suma importancia que nuestros estudiantes manejen
con soltura los simbolos, el vocabulario técnico y las definiciones
de modo a seguir sin dificultades las instrucciones dadas en los
trabajos.

La habilidad de saber seguir direcciones no solamente les sera de
utilidad en el area de las matematicas, sino también en su vida
cotidiana, ademds de fomentar el aprendizaje con
responsabilidad propia.

Algunas propuestas que presentamos estan basadas en trabajos
grupales, por lo que es importante considerar ciertos aspectos de
modo a lograr que éstas técnicas funcionen de manera eficiente.
Por ejemplo, establecer tiempos de trabajo y cumplirlos, rotar los
integrantes de los grupos, propiciar momentos de auto-
evaluacion y co-evaluacion, definir claramente los objetivos y
los procedimientos a seguir y coordinar en todo momento el
trabajo.

Vale la pena destacar que no existe una formula ni receta para
resolver problemas, asi como no la hay para que un joven
aprenda a nadar o a jugar futbol o cualquier otro deporte. El
desarrollo de destrezas y habilidades para realizar cualquier
deporte, de manera aceptable, necesita un entrenamiento
continuo y exigente. De igual manera, "se aprende a resolver
problemas simplemente resolviendo problemas”.
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TALLER 19

En taller 19 se propone una actividad lidica consistente en
un rompecabezas. Puede servir como medio de fijacion de
los aprendizajes o evaluacion de los mismos.

PROBLEMAS DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

La técnica a ser utilizada serd la del rompecabezas.
Instrucciones para el profesor

Se construyen en cartulina dos grandes triangulos oblicuangulos
iguales, que se subdividen en varios triangulos oblicuangulos mas
pequefios.

En uno de los tridngulos se marcan de manera notoria las lineas
divisorias (*).

En el otro triangulo, se recortan los tridangulos mas pequefios y
se coloca en cada uno de ellos un problema de tridngulos
oblicuangulos, relacionado en lo posible con situaciones reales.

En el tridangulo (*) se colocan las respuestas de los problemas
que correspondan a cada figura recortada que tenga la misma
forma.

El profesor distribuye los triangulos con los problemas en una
mesa y cada estudiante pasa a buscar uno, lo resuelve y luego
verifica su resultado ubicando la pieza sobre el tridngulo (*).

Final de la jornada

Luego de haber compartido una larga jornada de trabajo,
realicemos una reflexién final, para lo cual formamos grupos de 4
personas cada uno y reflexionamos acerca de la lectura que
aparece a continuacién. Luego de que cada integrante del grupo
haya dado su opinién, escribimos un resumen de no mas de 10
lineas de la jornada y lo entregamos a los facilitadores.
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CAMPANA DE APOYO PEDAGOGICO

“CONSTRUYENDO EXPERIENCIAS P,EDAG(’)GICAS
CON DOCENTES DE LA EDUCACION MEDIA"”

PRESENTACION

El Colegio nuestro punto de encuentro, resume el desafio y la
responsabilidad que como Direccion General de Educacién Media
venimos trabajando desde hace dos anos. Tenemos la conviccion
de que sélo con un apoyo explicito y sostenido a los y las
docentes del nivel concretaremos acciones que apunten a
resignificar nuestra practica pedagdgica.

En los resultados educativos "“la situacion mejoré menos de lo
esperado porque las reformas llevadas a cabo no tuvieron
suficientemente en cuenta a los docentes: quizas no se coloco en
el centro de la agenda la cuestion del desarrollo profesional y
personal de los docentes desde una perspectiva integral”
(Vaillant, 2005)

En el proceso de apoyo a la gestién pedagdgica destinado a
docentes en servicio iniciado en el 2010 con la “Campafa
Nacional de Apoyo Pedagdgico”, se han abordado tematicas
comunes para los y las docentes de todos los niveles. Las
evaluaciones de la Campafia han sido relevantes y han servido
para proponer el tratamiento de temas especificos por nivel,
para dar respuestas a las histéricas necesidades de cada uno de
los niveles.

Ante este contexto y en cumplimiento del objetivo del Plan 2024
“Mejorar la calidad de la educacibn en todos los
niveles/modalidades educativos, atendiendo Ila diversidad y
multiculturalidad” y la accién definida como “Fortalecimiento e
innovacién de los programas de formaciéon continua en servicio
de los educadores y las educadoras, acordes a las necesidades y
prioridades de mejora del desempefio”, asi como también
abordando uno de los desafios que nos planteamos desde la
Educacién Media enmarcados en el Mejoramiento de la
Practica Docente, desde las direcciones que pertenecen a la
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Direccion General de la Educacion Media, planteamos Ila
concrecion de encuentros pedagdgicos con docentes del Nivel, de
todo el pais, para compartir experiencias pedagdgicas vy
proponer la construccion de practicas educativas pertinentes para
el desarrollo de los saberes en los y las estudiantes de la
Educaciéon Media.

Estos encuentros entre colegas son considerados como los
espacios propicios para capitalizar el aprendizaje colaborativo
ademas de constituirse en la estrategia asumida por el MEC para
acompafar el proceso de crecimiento profesional de los y las
docentes atendiendo los siguientes objetivos:

« Propiciar espacios pedagdgicos para disefiar experiencias de
aprendizajes pertinentes que permita el desarrollo de las
capacidades de los y las estudiantes de la Educacién Media.

« Desarrollar experiencias de trabajo colaborativo entre
profesores y profesoras del Nivel Medio que posibilite el
mejoramiento de la gestion en aula.

« Fomentar la constitucion de redes de docentes como
estrategia de fortalecimiento de intercambios de buenas
experiencias pedagdgicas.

Esta propuesta, que se plantea para tres afios forma parte de las
diversas intervenciones que estamos llevando adelante para
mejorar los niveles de aprendizaje de los y las estudiantes. Asi,
en el afio 2011 se priorizan las disciplinas de Matematica,
Lengua Castellana y Literatura y Evaluacion de los
aprendizajes, las razones que sostienen la seleccidn se
fundamentan en los informes del SNEPE, las Pruebas Nacionales
a egresados del nivel en los afios 2009 y 2010, cuyos resultados
dan cuenta de la necesidad de priorizarlas para elevar el nivel de
logros de aprendizaje. El tratamiento del eje de evaluacién es
considerada como una respuesta a las necesidades planteadas
por los y las docentes para incorporar en las practicas educativas
bajo el paradigma de evaluacion propuesto por el disefio
curricular de la Educacién Media.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA

El colegio Nuestro Punto de Encuentro
2) Escribe la formula que permite calcular el area de un triangulo.

3) Reemplaza en dicha formula las expresiones que corresponden
segln tu grafico.

4) ¢Como puedes escribir el valor de CD en relacién a los datos
conocidos y a alguna de las funciones trigonométricas
estudiadas?

5) Sustituye la expresién del item 4) en el item 3).
6) Escribe la formula que has obtenido.

7) Escribe las otras dos férmulas en funcién de los otros
elementos del triangulo.

Conclusion
El area de un triangulo es igual a la mitad del
producto de las longitudes de dos lados del
triangulo, por el seno del angulo comprendido
entre ellos.
_absenC

Area == Area =acsenb szen 8 Area =7bc Szen o
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Conclusion
El cuadrado de la longitud de un lado de un triangulo es
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de
los otros dos lados menos el doble producto de las
longitudes de dichos lados por el coseno del angulo
comprendido entre ellos.

La relacion en simbolos es

a2 =b2 + c2

c2=a2+b2-2ab cosC

-2bccosA b2=a2+c2-2accosB

Para calcular los angulos conociendo los tres lados se
despeja el coseno de cualquiera de las tres férmulas
anteriores.

COos A =M CcoS B—M cosC—M
2bc - 2ac - 2ab
Area
TALLER 18

El taller 18 consiste en la deduccion de las férmulas para
calcular el area de un tridngulo a partir de las funciones
trigonométricas vy las relaciones de las mismas con los
lados del tridngulo, siguiendo pasos detallados hasta
obtener las formulas buscadas.

1) En el triangulo de abajo se sabe que los lados midena, b y c
y los angulos miden A, B vy C respectivamente. Traza la altura
CD. C

A B
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Las demas areas del Plan Comun a ser abordadas en los
siguientes anos de implementacién, son Ciencias Sociales vy
Ciencias Basicas y los ejes tematicos de Inclusién, y Adecuacion
Curricular; segun las necesidades identificadas en el nivel.

Para la implementacion del proyecto para el area de Matematica
se contara con la colaboracion de OMAPA (Organizacién
Multidisciplinaria de Apoyo a Profesores y Alumnos), para
Lengua y Literatura Castellana con la colaboracion de UNIBE
(Universidad  Iberoamericana) organizaciones educativas
referentes en la formacion continua de los y las docentes, que
en coordinacién con el MEC llevaran adelante los encuentros de
formacion. Por Ultimo, el eje de Evaluacion sera desarrollado
con los IFD (Institutos de Formacion Docente) de gestidn oficial
del MEC.

La metodologia asumida para los encuentros es la de talleres
de reflexion de las practicas y construccion de
experiencias pedagodgicas en colaboraciéon con los y las
colegas de la misma area fomentando el intercambio de
experiencias, la identificacion de problemas asi como la
resolucién colectiva de los mismos.

Nos ratificamos que la formacidon de docentes debe ser pensada
en relacion con su practica. Esto significa reconocerlos como
profesionales, posicionar sus conocimientos y experiencias como
saberes relevantes puestos a disposicion de la discusion y el
aprendizaje continuo para propiciar espacios de formaciéon que
respondan a sus intereses y a las necesidades del sistema
educativo.

La formacién continua es un derecho de los y las docentes
porque constituye una de las piezas claves para la mejora
educativa y se cimienta en el derecho a la educacion de las y los
jévenes de nuestro pais en la perspectiva de garantizarles
posibilidades reales de aprendizajes que le permitan
desarrollarse integralmente.

Sin dudas hay mucho por construir y condiciones que mejorar
pero sabemos que como docentes nos sostenemos en la certeza
de que aportar para la formacién de las nuevas generaciones es

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA




El colegio Nuestro Punto de Encuentro
la satisfaccion mas grande que nos motiva cotidianamente
cuando nos detenemos en la mirada de cada alumno y alumna
que nos ve como “su maestro”, como “su maestra”.

A modo de introduccion

En esta jornada se destacaran tres momentos importantes que
iniciaremos con la lectura individual de una Reflexién para luego
realizar un intercambio grupal de opiniones. Un integrante de
cada grupo escribira las conclusiones de su grupo y las leera en
plenaria.

En un segundo momento de la jornada haremos un ejercicio
importante de “juego de roles”, en el que cada docente se pondra
en el lugar de “estudiante”, pensara y trabajard como uno de
ellos. Esta actividad es la mas larga de la jornada y su
importancia radica en que el docente pueda vivenciar las
actividades propuestas.

El tercer y ultimo momento nos llevara a una reflexién final,
mediante la cual nosotros, los docentes de matematica, nos
propondremos un compromiso personal para nuestra actividad
docente.

REFLEXION

En el libro “Ensefar Matematicas”, del Dr. Claudi Alsina y otros,
se expresa lo siguiente: “¢Por qué es necesario aprender (y por
lo tanto ensefiar) matematicas? A la respuesta banal de “porque
siempre se ha hecho” hay que afadir el convencimiento de que
esta vieja rama del saber (jugando con un lenguaje natural,
simbdlico y grafico y con una manera caracteristica de razonar y
deducir) ofrece una cultura cuantitativa, sin la cual seria
imposible afrontar buena parte de los problemas que se han dado
normalmente en la vida de una ciudadana o ciudadano. ¢Cuando
hay que aprender matematicas? De hecho toda la vida, pero
inexcusablemente durante los periodos educativos obligatorios.
¢Cémo se debe aprender y por lo tanto ensefiar matematicas?
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3) Traza con linea de puntos la altura desde el vértice C, llama P
al pie de la misma.
4) Establece como coordenadas del vértice C al par (X, y).
5) En funcién al item 4) escribe las coordenadas del punto P.
6) En base a los datos iniciales del tridngulo, escribe las
coordenadas del punto B.
7) Escribe las relaciones que representan el seno y el coseno del

A\ /4 A\ T /4

angulo A en funcién al lado AC (b), “x” e “y”. Reserva dicha
informacién para utilizarla mas adelante.
8) Escribe la formula de distancia para calcular la longitud del

lado BC utilizando las coordenadas de los puntos B y C escritas
en los items 4) y 6).

9) Desarrolla los cuadrados de los binomios y luego reemplaza
los valores que correspondan a “x” e “y” segun las relaciones
obtenidas en el item 7).

10) Factoriza la expresion que sea necesaria para poder aplicar
una de las férmulas fundamentales estudiadas al principio del
curso de manera a simplificar al maximo la expresion obtenida.
11) Escribe en el recuadro la férmula para calcular al lado “a” del
triangulo ABC.

12) éCuales serian las formulas para calcular los lados “b” y “c”
del tridngulo?

13) ¢Son aplicables las férmulas encontradas en tridngulos
oblicuangulos obtusangulos? Justifica tu respuesta.

14) Si conoces las longitudes de los tres lados de un tridngulo
oblicudngulo ABC, ¢écuales serian las formulas para calcular los
angulos A, B y C del triangulo?
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4) Observa que los angulos ADB y ACB son angulos inscritos vy
éstos subtienden el mismo arco, por lo tanto son congruentes
(tienen la misma medida).
5) Escribe la relacion entre los senos de los angulos ADB y ACB.
6) Teniendo en cuenta que el triangulo formado por los puntos A,
B y D es rectangulo (recto en A), pues es un triangulo inscrito en
una semicircunferencia, define el valor del seno del dngulo ADB
en funcidén al lado “c” vy al didmetro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo.
7) Escribe la relacion obtenida en el item 6) en funcién al radio
de la circunferencia.
8) Relaciona las formulas del item 8 de la PARTE A con el item
7) de la parte B) y escribe la relacién que resulta.

Conclusion

En todo tridngulo, las longitudes de los lados son
proporcionales a los senos de los angulos opuestos,
siendo la constante de proporcionalidad la longitud del
didmetro de la circunferencia circunscrita al triangulo.

. , a b c
La relacion en simbolos es: = = = 2R

senA senB senC

Teorema del coseno.

TALLER 17
1) Recorta en una cartulina un tridngulo oblicuangulo acutangulo
cualquiera de vértices A, B y C y lados a, b y ¢

respectivamente.
2) Apoya tu triangulo sobre el plano cartesiano que aparece a

continuacion, haciendo coincidir el lado ABcon el eje "X” y el
vértice A con el origen de coordenadas.

Y
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Esta es la gran cuestidon educativa y en cada época merece una

respuesta especifica. Es lo mismo que ocurre con la musica. Las
partituras y las notas son en ésta, como los numeros, los
tridngulos o las ecuaciones. Tendremos que dar vida a los
conceptos y a los métodos para que el auditorio pueda disfrutar
de los resultados. Y disfrutar quiere decir tener una vivencia y
una capacidad de emocién. Hay personas que seran usuarias,
otras seran grandes intérpretes y otras llegaran a la creacion”.

Tanto en la sociedad de hoy como en las antiguas civilizaciones,
la matematica ocupa y ha ocupado un lugar preponderante y es
uno de los mas importantes contribuyentes al progreso de la
cultura. Esta ciencia ha figurado siempre como parte fundamental
en todo sistema educativo. El ser humano ha necesitado siempre
del conocimiento matematico, desde algo tan simple como es
contar. Con el tiempo, el hombre se ocupdé de las estructuras
espaciales y asi se da inicio a la geometria. Muchos afios han
tenido que pasar, y la necesidad de dar respuesta a los cambios
en el tiempo, hacen surgir el anadlisis matematico y buscando dar
respuesta a lo incierto, aparecen la probabilidad y la estadistica,
convirtiéndose asi las ciencias matematicas hoy en dia en una de
las disciplinas mas fuertes de la sociedad.

La matematica que necesitan las personas del mundo actual
deben ser una amalgama de matematica pura y aplicada, es
decir, que es importante tener en cuenta la misma filosofia del
pensamiento matematico, asi como los célculos y que ninguno de
ellos es mas importante que el otro. La importancia de considerar
esa amalgama, es que la vida es a la vez, pensamiento y accion,
y por lo tanto nos exige razonar y actuar.

El Dr. Santalé en su libro “Ensefianza de la Matematica en la
Escuela Media” dice: “Muchas veces se ha alertado sobre los
peligros de la intuicion en la matematica, peligros que realmente
existen y pueden llevar a resultados falsos si no se tiene cuidado
con ellos. Pero el hecho de que la intuicién sea peligrosa no
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quiere decir que deba excluirse de la ensefianza de la

matematica. Al contrario, debe aprovecharse para simplificar y
ayudar al aprendizaje”

Muchas veces, los estudiantes esperan que los docentes les
propongamos problemas con soluciones exactas, lo que no ocurre
en la vida cotidiana, pues los resultados a los problemas
cotidianos vienen cargados de un gran potencial de
aproximacion. Nuestros estudiantes deben aprender a probar y a
demostrar, pero también es importante que aprendan a intuir.
Sin embargo, no deben quedarse solamente en la intuicién, sino
que deben ir mas alla, esto es, ser capaces, como dijimos
anteriormente, de demostrar matematicamente las soluciones a
las situaciones propuestas, y es en ese momento en el que el
docente debe resaltar como guia a lo largo del camino para
llegar a una meta final.

Nuestro trabajo como docentes de matematica es de suma
importancia en la formacion de los jovenes paraguayos, ya que
estd en nuestras manos no solamente ensefiarles contenidos,
sino que ensefarles a pensar. Pero, los resultados obtenidos en
las ultimas pruebas del SNEPE, nos estan diciendo a gritos que
probablemente no estemos haciendo el trabajo tal y como
nuestros jovenes lo necesitan.

A continuacion se presentan los niveles de desempefio en
Matematica segun la prueba del SNEPE en la que se han tenido
en cuenta cuatro niveles que se explican a continuacion:

Nivel O

Indica que los estudiantes ubicados en este grupo no demuestran
tener un manejo de los contenidos que les permitan resolver
siquiera las tareas de nivel 1.
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Teorema del seno.
TALLER 16

Para los talleres 16 y 17, se proponen actividades
manuales que permitan demostrar el teorema del seno y
del coseno a partir del trabajo con materiales concretos,
siguiendo instrucciones claras y precisas que lleven a la
elaboracién de conclusiones.

PARTE A

1) Recorta en una cartulina un tridngulo oblicuangulo acutangulo
(no equilatero ni isdsceles) y nombra a sus vértices con las
letras A, B y C.

2) Traza la altura relativa a los tres vértices y nédmbralas como
ha, hg y hc respectivamente.

3) Traza una recta en tu hoja y apoya el lado AB del triangulo
sobre ella.

4) Escribe el valor del seno de A y del seno de B en funcién de

los lados E, CB vy la altura hc.
5) Despeja de cada una de las formulas el valor de he.

6) Recuerda la propiedad transitiva de la igualdad que dice “dos
cantidades iguales a una tercera, son iguales entre si”.
Aplicala para tus resultados del item 5). Escribe tu conclusion.

7) Ahora repite el proceso desde el item 3) hasta el 6), pero

apoyando el lado AC sobre la recta.

8) compara tus resultados de los items 5) y 6) y escribe la
relacion general que permite comparar los lados del tridngulo y
los senos de los angulos opuestos a los mismos.

PARTE B (opcional)
1) Construye una circunferencia y traza en ella un triangulo
inscrito ABC (sus vértices deben ser puntos de la circunferencia).

2) Traza un didmetro BD.
3) Resalta con colores diferentes los angulos ADB y ACB.
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El objetivo de esta técnica es que los estudiantes repasen las
féormulas estudiadas, afiancen sus conocimientos, compartan con
sus compafieros y se autoevallen.
Al final del trabajo, cada alumno deberad completar una tablita en
la que indica cudles de todas las identidades propuestas en el dia
ha podido demostrar.
La actividad se podria desarrollar en mas de una sesion de
clases.
Este tipo de actividades promueve la autoevaluacion del
estudiante, de manera que éste tome conciencia de lo que aun
debe estudiar antes de ser evaluado.

Ecuaciones trigonomeétricas

TALLER 15

El taller 15 puede servir al docente como medio de
evaluacion de los aprendizajes.

La actividad propuesta consiste en cédulas individuales. Cada una
de las mismas tiene una valoracién diferente segun la dificultad
del ejercicio. La puntuacion va de 1 a 3.

Los estudiantes pueden escoger libremente cualquiera de las
cédulas, teniendo en cuenta lo dicho anteriormente.

La tarea consiste en que resuelvan ejercicios hasta acumular 10
puntos.

Esta técnica permitird a los estudiantes trabajar con ejercicios
segun su propia capacidad, teniendo en cuenta que muchas
veces los alumnos mas dotados se cansan vy fastidian con
ejercicios muy simples y a los que tienen mas dificultad les
resulta muy pesado trabajar con ejercicios de mucha
complejidad.

Al momento de realizar la evaluacion sobre este contenido, se
puede tener en cuenta qué tipo de ejercicios ha elegido cada
alumno y se le evallia segun sus propias condiciones.
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Nivel 1 (Reproduccion y procedimientos)

Los estudiantes ubicados en el nivel 1 demuestran que son
capaces de reproducir los ejercicios que son familiares y que
exigen bdsicamente la reiteracion de los conocimientos
practicados, como son las representaciones de hechos vy
problemas comunes, recuento de objetos y propiedades
matematicas conocidas, reconocimiento de equivalencias,
aplicacion de algoritmia, manejo de expresiones con simbolos,
féormulas y la realizacién de operaciones sencillas.

Nivel 2 (Conexion e integracion de datos para resolver
problemas de menor complejidad)

En este nivel, los estudiantes son capaces de resolver problemas
situados en contextos familiares o cercanos.

Los planteamientos exigen una mayor compresion, requieren
establecer relaciones entre distintas representaciones de una
misma situacion y enlazar diferentes aspectos que involucren las
operaciones basicas en la resolucién de problemas aplicados a
situaciones simples, empleando conceptos de relaciones,
funciones, propiedades, notacion y vocablos matematicos.

Nivel 3 (Inferencia y modelizacion de estrategias eficaces para
resolver problemas de mayor complejidad)

Los estudiantes ubicados en este nivel, requieren interpretacion y
reflexion para comprender conceptos procedimientos
matematicos de algebra y geometria analitica, utilizar los
conocimientos del drea y relacionar con los que provienen de la
vida cotidiana. Las tareas presentan mayor complejidad, que
requieren la interpretacion de situaciones reales, es decir,
comprension de la situacion, creacién, modificacién y adaptacion
de modelos de resolucion de problemas para seleccionar,
organizar e interpretar la informacion a partir de la situacion
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encontrada, y utilizar con precisién estrategias en el planteo de

alternativas de solucidn pertinentes en contextos varios.

De los 12 338 estudiantes evaluados, el nivel de logro es el que
se presenta en el grafico de abajo.
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46,90

Porcentaje

Ver Informe de resultado de la Educacion Media 2006

En el intento de mejorar el nivel de matematica en nuestro pais,
el Ministerio de Educacion y Cultura brinda durante el presente
afio espacios para la discusion acerca de los contenidos y
metodologias que estamos empleando en nuestras salas de clase,
y aprovechando esta oportunidad, deberiamos preguntarnos si
seguimos siendo los docentes de tiza y pizarron, o somos
innovadores y criticos de nuestro propio accionar en la sala de
clases. También deberiamos cuestionarnos, si nos dejamos llevar
por el “asi ya estd bien” o siempre estamos en la busqueda de
nuevos caminos para que nuestros estudiantes puedan
comprender con mayor facilidad lo que tratamos de transmitirles.
éSomos abiertos a la realidad de los jovenes actuales?, sabiendo
gue para ellos el mundo se mueve muy rapido, o épretendemos
que ellos se suban a nuestro mundo?, lento y como ellos mismos
muchas veces lo manifiestan: “aburrido”.
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+ —
senA+senB=ZsenA BcosA z
2 2
sen A - sen B = 2cosA+BsenA_B
2 2
+ —
cosA+cosB=2cosA BcosA &
2 2
A+ B -
cos A-cosB =-2sen > senA2B

Identidades Trigonométricas
TALLER 14

Para la realizacion de este taller es importante que los
estudiantes manejen con seguridad todas las formulas
estudiadas anteriormente.

Se puede trabajar con identidades trigonométricas desde el inicio
del curso, es decir, desde el momento en que se han demostrado
las primeras férmulas fundamentales.

En este taller proponemos trabajar con fichas numeradas. Cada
estudiante retira una ficha con un nimero, en la que aparece un
solo miembro de la identidad que debe demostrar. Dos
estudiantes tendran fichas con el mismo numero y deberan
reunirse para armar la identidad que deberan demostrar.

Una vez que las personas que tienen el mismo numero se
encuentran, empiezan a trabajar en la identidad que les ha
correspondido.

Una vez terminado el trabajo, deben pasar a buscar otra tarjeta
numerada, pero no pueden trabajar nuevamente con el mismo
compafiero.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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2) Suma las expresiones (1) y

(2):
3) Resta (2) de (1):

4) Suma las expresiones (3) y (4):

5) Resta (4) de
(3):

n

6) En las férmulas anteriores reemplaza “a+ b” por“A” y “a -
b” por“B” y luego despeja “a” y “b” de cada una de ellas, asi
los valores de de “"a” y "b” son:

a = b:

7) En las formulas obtenidas en 2), 3), 4) y 5) sustituye los
valores de “a+b”, “a-b"”, “a” y “b”, porlos que
correspondan en términos de A y B.

8) Escribe en los recuadros de abajo las formulas obtenidas

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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METODOLOGIA DE LOS CURSOS

En base a los resultados de las pruebas nacionales se ha
considerado conveniente discutir en estas jornadas, los siguientes
contenidos: Trigonometria, Matrices y Determinantes, Analisis
Combinatorio, Geometria Analitica y Calculo, empleando
diferentes metodologias que sean aplicables en cualquier punto
del pais segun su propia realidad social y econdmica.

Todos los cursos seran enfocados como talleres y el objetivo es
que los talleres desarrollados por los docentes en las jornadas de
capacitacién puedan ser utilizados en el aula directamente o con
modificaciones introducidas por cada docente, dependiendo de la
cantidad de alumnos por aula, del interés que despiertan los
mismos en las clases, de las capacidades individuales de los
estudiantes, etc.

Se proponen en las jornadas diferentes técnicas para el proceso
ensefanza - aprendizaje. Entre las técnicas propuestas, esta el
uso de fichas de trabajo, las cuales pueden ser empleadas de
diferentes maneras y el uso de las mismas se podra vivenciar en
las jornadas.

La metodologia propuesta para las jornadas pretende encaminar
hacia el aprendizaje constructivista, buscando la autogestion de
los docentes primero y luego de sus estudiantes, para que el
estudiante construya su propio conocimiento y se apropie de los
conceptos estudiados, poniéndolos luego en practica en la
resolucién de ejercicios y fundamentalmente de situaciones
problematicas.

En cada encuentro se trabajard con contenidos especificos vy
diferentes técnicas, atendiendo los intereses de los docentes de
todo el pais en cuanto a contenido y metodologia se refiere.
Estamos convencidos de que una buena formacién general es
beneficiosa para docentes y estudiantes, y es por ello que todos
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los docentes que participen de estas jornadas, trabajaran con
contenidos del primero, segundo y tercer curso de la educacién
Media, aunque no sea éste el curso que esté desarrollando en el
presente afno lectivo, ya que debemos conocer con suficiencia los
contenidos que desarrollan nuestros estudiantes en cursos
anteriores y posteriores a los que ensefiamos.

Con estos talleres se pretende establecer un conjunto de agentes
multiplicadores de la metodologia dentro de nuestro pais, para
que no quedemos fuera del contexto internacional en lo que a
metodologias se refiere, e intentar mejorar la instruccion
matematica en nuestro entorno.
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b) Escribe la férmula del coseno de arco doble, cos 2 x = cos® x -

A\ W4 A\ /4

a
sen? x, pero reemplazando “2x” por “a” y por lo tanto “x” por 5

(2)

"

c) Resta (2) de (1) y luego despeja el valor de “sen g

La formula obtenida es:

d) Suma (1) y (2) y luego despeja el valor de “cos g”

La formula obtenida es:

e) Utilizando los resultados obtenidos en c) y d), deduce las

. a a
formulas para calcular th y cotg 5

Transformacion en producto.

TALLER 13
1) Escribe en los recuadros de abajo en estricto orden, las

férmulas de sen (a +b), sen (a-b), cos (a+ b) y cos (a-b).

(1)

()

(3)

(4)
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pero las férmulas son sin embargo validas para arcos en
cualquiera de los cuatro cuadrantes.

TALLER 12

A los talleres 12 y 13 les precede la clase tedrica
relativa a las funciones trigonométricas de suma vy
diferencia de arcos.

En todos los talleres propuestos y muy especialmente
en éstos, es importante que el profesor cree conciencia
en sus estudiantes de la necesidad de estudiar vy
repasar las lecciones constantemente para darle buen
seguimiento a las actividades de clase, muy enfocadas
al trabajo en espiral.

1) A partir de las féormulas de sen (a + b), cos (a + b), sen (a -
b) y cos (a - b), deduce:

a) las férmulas paratg (a + b) y tg (a - b).

b) las férmulas para cotg (a + b) y cotg (a - b).

2) Haciendo a = b en cada una de las formulas que
proporcionan el seno, coseno, tangente vy cotangente de “a +
b”, deduce las férmulas para calcular:

a)sen(2a) b) cos (2 a) c) tg (2 a) d)
cotg (2 a)

3) En este apartado podras deducir las férmulas para calcular el
seno, el coseno, la tangente y la cotangente del arco medio,

a _ . .
esto es, de 5 Sigue las instrucciones que aparecen a

continuacion:
a) Escribe la relacién fundamental sen* x + cos® x = 1 en

. a
términos del arco 5.

(1)
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Definicion de funciones trigonométricas

TALLER 1

Con el taller 1 se pretende construir la definicién de cada
una de las funciones trigonométricas a partir de la
semejanza de triangulos rectangulos.

Los estudiantes descubren por si mismos los conceptos
siguiendo instrucciones claras y precisas.

Con la utilizacién de las fichas se trabaja la capacidad de
seguir paso a paso direcciones vy llegar al objetivo final
como premio al esfuerzo realizado.

Recordemos que dos tridngulos son semejantes si tienen
sus tres angulos congruentes (igual medida) y sus lados
homadlogos son proporcionales.

PARTE A

1) Determina cudles de los tridngulos que aparecen mas
abajo son SEMEJANTES (es decir, que tienen angulos de la
misma medida y sus lados correspondientes u homélogos
son proporcionales).

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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Considera una pareja de triangulos rectangulos semejantes
que has encontrado y escribe todas las relaciones de
proporcionalidad posibles, usando una notacién general para
nombrar los lados de cada tridngulo (esto es, mediante las letras
en sus vértices).
2) ¢Cuantas relaciones has encontrado?
3) Compara con tu compafiero de al lado si han encontrado las

mismas relaciones. W
C
PARTE B
8 10 20 25
A6 B s VY

4) Copia la relacién que resulta de dividir la longitud del cateto
opuesto al angulo “B” y la hipotenusa en el primer triangulo
y haz lo mismo con el segundo tridngulo, pero considerando
el angulo “Vv”.

5) Ahora reemplaza por el valor correspondiente a la longitud
de dichos lados.

6) ¢éQué puedes concluir al respecto?

Al nUmero real que acabas de encontrar se le Ilama seno
del angulo (esto es, seno de B en el primer caso vy
seno de V en el segundo caso).

7) Copia la relacidon que resulta de dividir la longitud del cateto
adyacente al angulo “B” y la hipotenusa en el primer
triangulo y haz lo mismo con el segundo triangulo, pero
considerando el angulo “V".

8) Ahora reemplaza por el valor correspondiente a la longitud
de dichos lados.

9) ¢Qué puedes concluir al respecto?

Al nimero real que acabas de encontrar se le llama
coseno del angulo.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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La paralela a AA’ trazada por el punto D corta al segmento PM
en el punto F.
La paralela a BB’ trazada por el punto D corta al eje “X” en el

punto G, quedando determinado de ese modo el paralelogramo
FDGM.

Podemos asi escribir las siguientes relaciones:

PM = PF + FM = PF + DG (1)

PF =PD.cosa =senb.cosa/(2)

DG = OD. sena =cos b .sena (3)

Al reemplazar las relaciones (2) y (3) en (1) nos queda:

PM =sena.cos b+ cosa.senb, oseaque

sen (a + b) =sena.cosb + cosa.senb

OM = 0G - MG = OG - FD (4)

OG =0D.cosa =cosb. cosa(5)

FD = PD.sena =senb . sen a (6)

Al reemplazar las relaciones (5) y (6) en (4) nos queda:
OM =cosa.cos b-sena.senb, oseaque

cos (a+ b) =cosa.cosb-sena.senb

Recordemos que sen (- a) = - sen a (es decir, sena = - sen (-
a)) y cos (- b) = cos b, entonces

sen (a - b)= sen (a+(-b))= sen a cos (-b) + cos a sen (-b)= sen
acosb-cosasenb

cos (a - b)= cos (a+(-b))= cos a cos (-b) - sen a sen (- b)= cos a
cosb + senasenb

sen (a-b) =sena.cosb-cosa.senb

cos (a-b)=cosa.cosb+sena.senb

Destaquemos que hemos demostrado las formulas para el seno
y el coseno de “a + b”, con “a” y "“b” del primer cuadrante,

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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Relaciones entre las funciones trigonométricas de
angulos positivos y negativos

sen (-a) = -sen a; cos (-a) = cos a; tg (-a) = -tg a;
cotg (-a)= - cotg a; sec (-a) = sec a; cosec (-a) = -cosec a

En caso que el arco sea mayor que un giro, se divide el arco
dado entre 360, y el resto de la divisidn se reduce al primer
cuadrante.

En caso que el arco sea negativo y mayor que un giro, se le
suma el multiplo de 360° necesario para obtener un arco que
tenga el mismo extremo pero sea positivo.

Funciones Trigonométricas de suma, diferencia,
arco doble y arco medio.

Queremos determinar las funciones trigonométricas de “a+b”,
siendoa y b dos arcos.

Para la demostracion de la fdérmula, consideremos una
circunferencia de centro O y radio 1, en la cual C es el extremo
del arco “a” y "“b” es el arco con extremos en los puntos C y P.
El segmento PD es perpendicular al radio OC .

En base a la figura podemos escribir las ~I?\
siguientes relaciones: b
sen (a+b)=PM C
cos (a+b)=0M A’ a
sen a=CH )
cos a=0H

sen b=PD

cos b=0D
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10) Copia la relacion que resulta de dividir el cateto opuesto al
angulo "B” y el cateto adyacente a dicho angulo del
triangulo y haz lo mismo con el segundo triangulo, pero
considerando el angulo “V”.

11) Ahora reemplaza por el valor correspondiente a la longitud
de dichos lados.

12) ¢Qué puedes concluir al respecto?

Al nimero real que acabas de encontrar se le llama
tangente del angulo.

13) Procede de manera analoga a los tres casos anteriores,
pero divide la hipotenusa entre los catetos (opuesto vy
adyacente) y el cateto adyacente entre el opuesto.

Los nimeros reales obtenidos reciben el nombre de
cosecante, secante y cotangente del anqulo.

Conclusion
Se definen las seis funciones trigonométricas del
angulo a de la siguiente forma:

cateto opuesto

seno O =
hipotenusa
cateto adyacente
coseno d =
hipotenusa
cateto opuesto
tangente O =

cateto adyacente

cateto adyacente

cotangente O =
cateto opuesto

hipotenusa
secante d =

cateto adyacente
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PARTE B 4) Utilizando el grafico anterior se puede también encontrar una
14) Realiza ahora todo el proceso anterior con el otro angulo relacion entre los angulos que giran en sentido horario,
agudo de cada triangulo. considerados negativos, por girar en sentido contrario a los

15) Compara los resultados obtenldqs en las partes A y B demas. Escribe las relaciones entre las funciones trigonométricas
teniendo en cuenta que los angulos agudos de todo . .
de dichos angulos.

triangulo rectdngulo son complementarios (es decir, la

suma de sus medidas es igual a 90°). sen a = cotga=
16) Escribe tu conclusion. cos 3 = seca=
tga= coseca =
Conclusioén
El seno de un angulo es igual al coseno de su Conclusién

complemento y reciprocamente, el coseno de un

X ) Relaciones entre las funciones trigonométricas de
angulo es igual al seno de su complemento.

angulos del ITI y I cuadrante (“a” del II cuadrante).
sena= sen (180°-a); cosa = -cos (180° - a);
tga= -tg (180° - a);

cotga = - cotg (180° - a); seca = - sec (180° - a);
cosec a = cosec (180° - a)

La tangente de un angulo es igual a la cotangente
de su complemento vy reciprocamente, la
cotangente de un angulo es igual la tangente de su
complemento.

Relaciones entre las funciones trigonomeétricas de
angulos del III y I cuadrante. (‘a” del III
cuadrante).

sena = -sen (a- 180°; cosa
tga = tg(a - 180°);

cotg a= cotg (a - 180°); seca = - sec(a- 180°;

La secante de un angulo es igual a la cosecante de
su complemento y reciprocamente, la cosecante de
un angulo es igual a la secante de su complemento.

- cos (a - 180%);

cosec a = - cosec (a - 180°)
En simbolos Relaciones entre las funciones trigonométricas de
Si x e y son angulos complementarios, entonces: angulos del IV y ig cuadrante (“a” del IV g:uadrante).
sen x = cos (900 - x) = cos y; COS X sen a = - sen (3060 - a); cosa=cos (360" -a);
= sen (900 - x) = seny tga = -tg (360" - ‘g); o
tgx = cotg (900 - x) = cotg ; cotg x cotg a = - cotg (360 —Oa); sec a = sec (360" - a);
= tg (900 -x) =tgy cosec a = - cosec (360" - a)

sec X = cosec (90° - x)
= sec (90° - x) =secy

cosec vy, cosec X
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sena=
cosas=
tga=
cotga=
sec a=
coseca =

2) Utilizando el grafico de abajo, donde “a” representa un arco
del tercer cuadrante y P(x, y) es el extremo de dicho arco,
completa el cuadro para relacionar las funciones trigonométricas
de angulos del tercer y primer cuadrante.

B
b
a
- o
L / a\- 180
L") M A
P
~

sen a
cos a
tga=
cotga=
sec a=
coseca =

3) Utilizando el grafico de abajo, donde “a” representa un arco
del cuarto cuadrante y P(x, y) es el extremo de dicho arco,
completa el cuadro para relacionar las funciones trigonométricas
de angulos del cuarto y primer cuadrante.

sena=
cosas=
tga=
cotga=
sec a=
coseca =
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17) Dado el tridngulo de abajo, escribe en el cuadro 1, las seis

w, "

funciones trigonométricas correspondientes al angulo “x” en

funcion a
triangulo

luego,

las medidas de los lados AB,AC y BC del
el cuadro 2 realiza las

multiplicaciones indicadas. Escribe tu conclusion.

sen X

Cos X
tgx =
cotg x =
sec x=

cosec X =

Cuadro 1

C

sen X. cosec X =

COs X . seC X =

tg x. cotgx =

Cuadro 2

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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Conclusion
. Como sen x .cosec X = 1, entonces
1 .
senx=——— Yy COSecx = y decimos que las
cosecx senx

funciones seno y cosecante son reciprocas.

« Como cos x .sec x = 1, entonces cosx =
secx

y secx= y decimos que las funciones coseno y

cosXx
secante son reciprocas.

. Como tg x .cotg x = 1, entonces tg x=

cotgx
1 . .
cotg =t— y decimos que las funciones tangente y
gx
cotangente son reciprocas.

TALLER 2

Continuando con la misma metodologia que se ha
empleado en el taller 1, con este taller se pretende que
el estudiante deduzca las primeras férmulas
fundamentales que permiten relacionar las funciones
trigonométricas definidas en el taller anterior.

Al utilizar los conocimientos adquiridos en el taller
anterior y en cursos anteriores, se potencia el trabajo en
espiral, que consiste en reutilizar conocimientos ya
adquiridos y de esta manera afianzarlos alin mas.
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seno, hacer que los estudiantes concluyan que el valor del
coseno de los angulos del II cuadrante es opuesto al de su
suplemento.

10) En base a las relaciones que ligan las funciones
trigonomeétricas, hacer que los estudiantes completen el siguiente
cuadro.

a) Si “x” es un angulo del segundo cuadrante, entonces (180°-x)
es del cuadrante.

b) sen x =
C) COS X =
d)tgx =
e) cotg x =
f) sec x =
g) cosec X =

TALLER 11

Con el taller 11 se pretende encontrar la relacién entre
las funciones trigonométricas en los cuatro cuadrantes vy
la relacion que existe entre los valores de las funciones
en el II, IIT y IV cuadrantes con respecto al I.

Los estudiantes descubren por si mismos las relaciones
siguiendo instrucciones claras y precisas presentadas en
la ficha.

Reduccion al primer cuadrante

En la figura de abajo, considera un arco “a”, cuyo extremo P(x,
y) esta en el segundo cuadrante y el punto P'(x’,y"),
simétrico del punto P respecto al eje Y estd en el primer
cuadrante y es el extremo del arco 180° - a.

1) Utilizando el grafico de abajo y los resultados obtenidos en
el taller 10, completa el siguiente cuadro de modo que queden
relacionadas las funciones trigonométricas de los angulos del
segundo y primer cuadrante.
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PARTE B
En esta parte del taller podras relacionar los valores de las
funciones trigonométricas de los angulos del II, III vy 1V
cuadrante con los valores de las funciones trigonométricas de
angulos en el I cuadrante.

1) Observa los resultados que obtuviste en la PARTE A del
TALLER 9 vy los resultados que obtuviste en la PARTE A de
este taller, en relacion a los signos de las funciones
trigonomeétricas en los cuatro cuadrantes.

2) Une con flecha lo que corresponda, segun las instrucciones del
item 1

sen 1500 sen 450
cos 240° cos 3009
sen 3000 cos 609
cos 135¢° - sen 600
sen 2250 - cos 45°
cos 315° - sen 459
sen 2400 - cos 30°
cos 330° - cos 609

Instrucciones para el profesor

1) Dibujar en el suelo una circunferencia cuyo radio mida 1m.

2) Marcar un angulo de 1500,

3) Trazar los segmentos que representan al seno y al coseno del
angulo.

4) Hacer notar a los estudiantes que al angulo trazado le faltan
300 para ser un angulo de 180°.

5) Marcar ahora en la misma circunferencia un angulo de 300°.

6) Hacer notar a los estudiantes que la longitud del segmento
que representa el seno del angulo de 30° es igual a la longitud
del segmento que representa el seno del angulo de 150°.

7) Proceder de igual modo con angulos de 1350 y 4590, y con
angulos de 120° y 600°.

8) Los alumnos deben concluir que el valor del seno de los
angulos en el segundo cuadrante son iguales a los de su
suplemento en el I cuadrante.

9) Trabajando ahora con los segmentos que representan el
coseno de un angulo, de forma analoga a lo realizado para el
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1) Dado el triangulo de abajo, escribe las seis funciones

trigonométricas correspondientes al angulo “x” en funcién a los
lados A_B,A_C y BC del triangulo.
C

2) Aplica el teorema de Pitagoras al triangulo anterior y en el
recuadro de abajo, escribe la relacién encontrada.

3) Divide cada miembro de la expresidn anterior entre BC?.

4) Recuerda que la potenciacién es distributiva con respecto
al cociente, es decir que m? /n? = (m/n)?. Escribe en el
recuadro de abajo la relacion que resulta.

5) Observa las relaciones que escribiste en el item 1) y
sustituyelas en donde correspondan en el item 4). Escribe
tu conclusion en el recuadro.

6) Verifica tu respuesta del item 5) con la que se encuentra
en la mesa del (la) profesor(a).

7) Si tu respuesta es incorrecta, verifica los pasos que
realizaste desde el item 1). Si tu respuesta es correcta,

continda con el item 8).
MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA
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8) Realiza el proceso analogo a partir del item 3) hasta el 7), 2) Escribe una conclusién acerca de los valores que pueden
pero ahora divide la relacién entre AB? y luego entre AC? tomar las funciones trigonométricas en la circunferencia
en cada uno de los recuadros de abajo vy escribe la trigonométrica.

conclusion. Luego compara tus respuestas con la hoja de

la mesa del (la) profesor(a). Conclusién

I II III | IV
Seno + + - =
Coseno + = = +
Tangente ar = ar =
Cotangente | + = + =
Secante aF = - +
cosecante + is = =
| | Regla nemotécnica: las funciones trigonométricas y sus

reciprocas son positivas en los cuadrantes I (todos) II (sin)

Recuerda que el valor de una fraccion no varia si el III (ta) IV (cos).
numerador y el denominador se dividen por una misma
cantidad. Los valores de los arcos notables de 09, 90°, 180°, 270° y
3609 son los que aparecen en la tabla de abajo
9) Segun el item 1) tg x = AC/ AB, entonces, écudl debe ser 0° 909 180° 270° 360°
el divisor del numerador y del denominador, para Seno 0 1 0 -1 0
obtener una relacion entre la tangente, el seno y el Coseno 1 0 -1 0 1
coseno de x? Tangente 0 No existe | Q No existe | Q
Cotangente No existe 0 No existe | Q No existe
10)Escribe la relacién resultante. Secante 1 No existe | -1 No existe | 1
cosecante No existe 1 No existe | -1 No existe

11)Realiza el procedimiento analogo al del item 9 para
obtener la relacidon entre la cotangente, el seno y el

Se puede afirmar que en la circunferencia
coseno de x, y escribela en el recuadro.

trigonomeétrica
-l<sena <1; -1<cosa <1, -o<tga<ow

-0 < cotg a< o
seca <-1 o seca =21 ; coseca <-1 o coseca =1

l4
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TALLER 10

En el taller 10 se hace uso nuevamente de la técnica del
espiral recogiendo conclusiones anteriores obtenidas en
los talleres 1 y 9. Se realiza una actividad I|udica,
detallando las instrucciones para el profesor.

PARTE A
A partir de lo trabajado en el TALLER 9, determinaremos los
signos de las funciones trigonométricas en los cuatro cuadrantes.

Considera que los segmentos verticales que quedan por encima
del eje de abscisas tienen valor positivo y los que quedan por
debajo tienen valor negativo. Ademas, considera, que los
segmentos horizontales a la derecha del eje de ordenadas son
positivos y los que estan a la izquierda son negativos.

En base a los TALLERES 1 y 9, completa el siguiente cuadro de
signos para las funciones trigonométricas en los cuatro
cuadrantes.

I II 1 | 1v

Seno
Coseno
Tangente
Cotangente
Secante
cosecante

PARTE B

1) Utilizando el TALLER 9 vy la parte A de este taller, completa la
siguiente tabla. Debes recordar que el divisor nunca puede ser
cero (la divisidn por cero no esta definida).

0° 90° 180° | 27Q° 3600°

Seno
Coseno
Tangente
Cotangente
Secante
cosecante
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Conclusion
Las formulas fundamentales son:
sen’x + cos’x =1 sec> x =1 + tg®x
cosec’x = 1 + cotg® x
sen X COS X
tg x= cotg x=
COSX sen X
TALLER 3

EJERCICIOS DE APLICACION DE LAS FORMULAS
FUNDAMENTALES

La técnica del taller 3 consiste en distribuir problemas
0 ejercicios en espacios a los que se llaman islas.
Pequefios grupos de personas van rotando y
resolviendo la actividad propuesta en la isla que le
corresponde. Cuando todos los grupos han visitado cada
una de las islas, se presentan en plenaria los resultados
obtenidos por cada uno de los grupos en la ultima isla
gue le toco visitar, de modo a evaluar y debatir con
respecto a los mismos.

Los problemas para este taller son elegidos por el docente segln
el momento en que se aplicara la técnica.

TALLER 4

En el taller 4 se recurre nuevamente a la técnica del
espiral, en relacién a contenidos de afos anteriores y del
taller 1.

Se pretende que los estudiantes utilicen su intuicion
(destacada por Santaldé) para dar respuesta a las
cuestiones planteadas, asi como también, se promueve
el intercambio de opiniones entre compafieros,
fomentando la socializacion en el aula de matematica.
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Recuerda que la longitud de cada cateto de un triangulo
rectangulo es menor que la longitud de la hipotenusa del
mismo.
1) En cada uno de los tridngulos rectangulos que aparecen a
continuacion, calcula el valor de las seis funciones

trigonométricas de los angulos “x” e “y” y colécalas en los
recuadros que aparecen mas abajo.

El colegio Nuestro Punto de Encuentro

Valores encontrados para
el seno
de x:

dey:

Valores encontrados para
el coseno
de x:

dey:

Valores encontrados para
la tangente
de x:

dey:

Valores encontrados para
la cotangente
de x:

dey:

Valores encontrados para
la secante
de x:

dey:

Valores encontrados para
la cosecante
de x:

dey:
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I cuadrante
B s

[II cuadrante B’

D

-

II cuadrante

S B

~

A
B’
S B
x
A

P

p T
B IV cuadrante

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA




El colegio Nuestro Punto de Encuentro
2) Observa que ha quedado formado un tridngulo rectangulo
semejante al tridngulo OPM, ya que sus angulos son congruentes
por ser angulos formados entre paralelas cortadas por una
transversal.
3) Coloca en el triangulo OSR el angulo a vy define a partir del
mismo las funciones cotangente, secante y cosecante.
a) ¢La longitud de cudl de los segmentos representa el valor de la
cotangente de a ?
b) ¢La longitud de cudl de los segmentos representa el valor de
la cosecante de a ?

Conclusion

Si @ es un angulo trazado en el primer cuadrante de la

circunferencia trigonométrica como la de la figura de

arriba, y como en todos los casos los denominadores

fueron iguales a uno, entonces:

a) la longitud del segmento SR representa el valor de la
cotangente de « .

PARTE D

Ahora trabajaremos con angulos mayores que 909, esto es,
angulos en el II, III y IV cuadrante.

Debes tener en cuenta que:

a) el segmento que representa la tangente siempre se grafica
hacia la derecha del eje de ordenadas (eje Y).

b) el segmento que representa la cotangente siempre se grafica
hacia arriba del eje de abscisas (eje X).

Utilizando la conclusidon obtenida en |la PARTE A, determina en
forma grafica los segmentos cuyas longitudes representan los
valores de las funciones trigonométricas en cada uno de los
cuadrantes (si es necesario, prolonga en sentido contrario el
radio del angulo formado en cada uno de los cuadrantes).
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17

15 X

16

17
31

48
46

50

57

10

49 X
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2) Luego de haber completado los cuadros de arriba, ordena los
resultados obtenidos para cada funciéon de menor a mayor vy
saca una conclusion acerca de los posibles valores que pueden
llegar a tomar las funciones trigonométricas en un tridngulo
rectangulo. Justifica tu razonamiento.
3) Compara con tu compafero de al lado las conclusiones
obtenidas.
4) Retira de la mesa del (la) profesor (a) las conclusiones acerca
del trabajo que haz realizado.

Conclusion
Como en todo tridngulo rectangulo, la longitud de Ila

hipotenusa es mayor que la longitud de cada uno de los
catetos:

a) al dividir la longitud de los catetos entre la longitud de
la hipotenusa el resultado obtenido siempre es menor a
uno.

b) al dividir la longitud de la hipotenusa entre la longitud
de cualquiera de los catetos el resultado obtenido siempre
€S mayor a uno.

c) ninguno de los catetos puede ser nulo, porque entonces
no existiria triangulo, por lo tanto ningun cociente sera
nulo.

d) los catetos pueden ser de diferentes medidas (muy
largos o muy cortos), entonces al dividir las medidas de
los catetos entre si el resultado puede ser un valor muy
pequefio (pero nunca cero) o muy grande (tendiendo al
infinito).
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a) ¢La longitud de cudl de los segmentos representa el valor del
seno de a?
b) ¢La longitud de cual de los segmentos representa el valor del
coseno de a?
3) Ahora define la tangente de @ . ¢Puedes realizar una
sustitucion como en el item 2?
4) Si no puedes hacerlo, prolonga el radio OP hasta que se corte
en el punto Q con la perpendicular al eje “X” trazada desde el
punto A (donde la circunferencia corta al eje X).
5) El nuevo triangulo OQA es semejante al triangulo OPM, por lo
que puedes definir la tangente de @ utilizando los lados de
triangulo OQA. Escribe la relacién que representa la tangente de
a y reemplaza por los valores conocidos.
6) ¢La longitud de cual de los segmentos representa el valor de la
tangente de a?
7) éLa longitud de cudl de los segmentos representa el valor de la
secante de a?

Conclusion

Si @ es un angulo trazado en el primer cuadrante de la
circunferencia trigonométrica como la de la figura de
arriba y como en todos los casos los denominadores
fueron iguales a uno., entonces:

a) la longitud del segmento PM representa el valor del
seno de @ .

b) la longitud del segmento OM representa el valor del
coseno de @ .

c) la longitud del segmento (A representa el valor de
la tangente de a .

d) La longitud del segmentoC_Q representa el valor de

PARTE C
1) Utilizando la misma figura que en la parte B, prolonga el radio
OP hasta que se corte con la paralela al eje de abscisas que pasa
por el punto S (interseccién de la circunferencia con el eje Y) en
el punto R.
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Instrucciones para el profesor
1) Dibujar en el suelo una circunferencia cuyo radio mida 1m.
Marcar algunos angulos en los cuatro cuadrantes, especialmente
los dangulos de 09, 309, 45°, 60°, 90°, 1209, 135°, 150°, 180°,
2109, 22590, 2400,300°, 3159, 3300y 360°.
2) Trazar los triangulos rectangulos que se forman con los radios
de los angulos marcados y los segmentos perpendiculares al eje
de abscisa en cada uno de los casos.
3) Los alumnos pasan por turno a medir las longitudes de los
catetos perpendiculares al eje “x” y los que estan sobre el eje
“x".
4) Anotan los resultados de las mediciones.
5) Los estudiantes se relnen en pequenos grupos para discutir
acerca de los datos anotados y los comparan con los valores de
las funciones trigonométricas de los arcos notables obtenidos en
el Taller 6.

Conclusion

De las funciones trigonométricas (o circulares) podemos
dar representaciones geométricas, es decir, dar
segmentos cuyas longitudes sean los valores absolutos de
las funciones trigonométricas.

PARTE B
La circunferencia de la figura de abajo
tiene radio igual a 1 (conocida como P

circunferencia trigonométrica). En la
misma se ha trazado un angulo cuya
abertura mide “a ”.

1) Traza un segmento perpendicular al eje
de abscisas por el punto P de modo que
quede formado un triangulo rectangulo y
al pie de la perpendicular llamale M.

2) Define ahora en el triangulo OPM el seno y el coseno del
angulo “a@” en funcion a los lados del tridngulo y luego
reemplaza por los valores que conozcas, teniendo en cuenta que
la longitud del radio es 1.
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De lo visto anteriormente se puede concluir entonces
que:

a) los valores del seno y coseno de un angulo agudo
en cualquier triangulo rectangulo varian entre 0 y
1.

En simbolos: 0 < senx < 1; 0 < cos x < 1.

b) los valores de la tangente vy la cotangente de un
angulo agudo en cualquier triangulo rectangulo son
siempre mayores que 0.

En simbolos: 0 < tg x; 0 < cotg x.

c) los valores de la secante y la cosecante de un
angulo agudo en cualquier triangulo rectangulo son
siempre mayores que 1.

En simbolos: 1 < sec x; 1 < cosec x.
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TALLER 5

Este taller es simplemente un modelo de forma de
evaluacion, que puede ser utilizada en cualquier momento
del proceso ensefianza - aprendizaije.

Evaluacion
TP: 5 PC:
Marca la respuesta correcta
1) Sim, ny p son dos nimeros reales tales que 0 < m < n
< p, entonces puede ser cierto que:
I) sen x=m/n II)secy = p/m III) cosec z = n/p

De las relaciones que aparecen arriba, es o son verdaderas:
a) soélo1
b) soélo II
c) solo III
d) sélol y II
e) sélo Il y III

2) De las opciones siguientes la correcta es:

a) El mayor valor que puede tomar la suma del seno y el

coseno de un mismo angulo es uno.

b) El seno de un dngulo agudo en un tridngulo rectédngulo
puede ser igual a cero.

c) El coseno de un angulo agudo de un triangulo
rectdngulo puede ser igual a uno.

d) La tangente de un angulo agudo de un tridangulo
rectangulo puede ser igual a uno.

e) La cosecante de un angulo agudo de un tridangulo
rectangulo puede ser menor a uno.

3) En el triangulo rectangulo ABC, recto en 121, se sabe que

el cateto AB es menor que el cateto AC, entonces se
puede asegurar que:

tgB>tgC

cotg C < cotg B

sen B < sen C

cos B < cos C

VVVY
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5) ¢éCuantos puntos puedes encontrar en el plano, que se
encuentren a una distancia igual a 5 del centro C de la
circunferencia? Discute con tus compafieros.

Conclusion
La circunferencia es un conjunto de puntos del plano
cuya distancia a un punto fijo, llamado centro es
constante. Si (X, y) son las coordenadas de un punto
cualquiera de la circunferencia y (h, k) son las
coordenadas del centro de la misma, como todos los
puntos de la misma estan a la misma distancia del
centro, tenemos que la ecuacién que la representa esta

dada por: J(x —h)2+ (y -k)2 =r, que al elevar al cuadrado

2 2
ambos miembros nos da (x -h) + (y -k) =r2. Si el

centro es el punto (0,0), la ecuacion se reduce a

x2 + y2 =r2 y si consideramos r = 1, tenemos

x2+y2=1.

TALLER 9

En el taller 9 se propone una actividad ladica que
favorece primero el descubrimiento vy luego la
comprensiéon de los elementos geométricos que sirven
para representar los valores que toman las funciones

PARTE A

En cursos de geometria plana, hemos trabajado con angulos
entre 0° y 1800°. Si se hace girar el radio de una circunferencia
desde un punto cualquiera de la misma, hasta regresar al
mismo, conseguimos angulos que pueden medir hasta 360° (un
giro completo sobre la circunferencia).
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Conclusion
Si A (X1,¥1) Y B (X2, y2) son dos puntos en el plano cartesiano

y
a) AB es paralelo al eje de abscisas, entonces

d(A, B) = ‘xz -xl‘.

b) E es paralelo al eje de ordenadas, entonces
d(A, B) = vy -V

PARTE B

1) Dibuja en el plano cartesiano los puntos A (2, 4)y B (6,7).

2) Traza a partir del punto A una recta paralela el eje de
abscisas y a partir del punto B, una paralela al eje de
ordenadas. Ademas, une los puntos A y B. Observa que queda
formado un triangulo rectangulo.

3) Calcula utilizando lo aprendido en la PARTE A, la longitud de
los dos catetos.

4) Aplicando la formula de Pitadgoras, calcula la longitud de la
hipotenusa.

5) En base al item 4 y a lo aprendido en la PARTE A, escribe
una férmula general para calcular la distancia entre dos puntos
del plano.

Conclusién
Si A (X1,¥1) Y B (X2, ¥2) son dos puntos en el plano cartesiano,
la férmula para calcular la distancia entre dichos puntos esta

dada por d (A, B) = \/(xz - x1)2+ (yz —yl)2 .

PARTE C

1) Marca el punto C (2,5) en el plano cartesiano.

2) Coloca el compas en dicho punto y abrelo hasta hacer coincidir
la punta del mismo con el eje x.

3) éCuanto mide el radio de la circunferencia que has trazado?

4) ¢{A qué distancia del punto C se encuentra el punto A (-3,5)?
¢y el punto B (7,5)? ¢Y el punto D (2,10)?
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De las proposiciones anteriores es o son falsas:

a)
b)
c)
d)
e)

todas

solo tres
s6lo dos
solo una
ninguna

4) Dadas las proposiciones siguientes:

I) La suma de las cosecantes de los angulos agudos
de un tridangulo rectangulo nunca puede ser igual a
2.

II) La suma de las secantes de los angulos agudos de
un tridngulo rectangulo puede ser un nimero entre
1 y 2 inclusive.

1) La suma de las tangentes de los angulos agudos de
un tridngulo rectangulo isdsceles es siempre igual a
2.

De las proposiciones anteriores es o son verdaderas:
a) soélo1

b) sélo II

c) solo III

d) todas

e) solol yII

5) En un tridangulo rectangulo ABC cuyos lados miden a, b vy

c respectivamente, se sabe que a < b < c. Se puede
afirmar que:

> senA<senB<1
» 0 <cosA<cosB
» O0<secA<1

» cosecB>1

De las proposiciones anteriores es o son verdaderas:
a) Todas

b) Sélo una

c) Sélo dos

d) Sodlo tres

e) Ninguna
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Funciones Trigonométricas de arcos notables

TALLER 6

En este taller estan presentes nuevamente la técnica de
las fichas y del espiral. Mediante las mismas, los
estudiantes vuelven a utilizar sus conocimientos de
trazado con regla y compas, del teorema de Pitagoras y
de las definiciones recientemente aprendidas, de modo a
descubrir los valores de las funciones trigonométricas de
arcos notables y realizar la comparacién entre las
mismas. Con este trabajo, los estudiantes logran obtener
conclusiones que utilizaran en talleres posteriores.

1) Grafica un tridangulo equilatero utilizando regla y compas.
2) Traza una altura del tridngulo.
3) Elige uno de los triangulos rectangulos que has obtenido al
trazar la altura.
4) {(Cuanto miden los angulos agudos de los tridngulos
rectangulos obtenidos?
5) Considera en primer lugar el angulo de 60° y define las seis
funciones trigonométricas usando los nombres de los vértices del
triangulo para indicar los lados del mismo.
6) Si consideras que todos los lados del triangulo miden “L”, ya
que se trata de un
triangulo equilatero,

a) <écuanto mide la hipotenusa del tridngulo rectédngulo?

b) écuanto mide la base del tridngulo rectangulo?

c) écuanto mide la altura del tridngulo rectangulo?

(Observacién: utiliza la férmula de Pitagoras).

7) Ahora reemplaza las expresiones obtenidas en el item 6) en
las relaciones escritas en el item 5) y obtendras los valores de
las seis funciones trigonomeétricas para un angulo de 600°.
8) Repite el mismo procedimiento de los items 5 al 7 para
obtener los valores de las funciones trigonométricas del angulo
de 300 del triangulo rectangulo considerado.
9) Traza ahora un tridngulo rectangulo isésceles (es decir, que
las medidas de sus catetos son iguales).

MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA n

El colegio Nuestro Punto de Encuentro
Si P es un punto del plano, al punto P le hacemos corresponder el

A\ /4

par ordenado (x, y), donde X es la coordenada de la
proyeccion del punto P sobre el eje *X”, e “y” es |la coordenada de
la proyeccién del punto P sobre el eje “Y”.

Si (X, y) es el par ordenado asociado al punto P, "x” se llama la
abscisa del punto P e “y” se llama la ordenada del punto P.

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones
[lamadas cuadrantes.

Estas regiones se enumeran en sentido contrario al giro de las
manecillas del reloj.

El primer cuadrante es el determinado por los semiejes positivos.
Los signos de las coordenadas de un punto P(x, y) se dan de la

siguiente forma:

Y
I |IT|III|IV
Abscisa +-1- |+ O, y) boeo . P(x, y)
Ordenada | + | + | - -

TALLER 8

El siguiente taller utiliza conocimientos previos que
permiten desarrollar contenidos de Geometria Analitica
gue serviran de base para el taller 9.

PARTE A
1) Dibuja en el plano cartesiano los siguientes puntos: A (3, 4), B
(714)1 C (31 8)/ D (71 2)/ E (_314) y F (71 -5)
2) Utilizando el método que prefieras, calcula distancia entre los
puntos
a)AyB b)By E c)AyC d)ByD e)
ByF fAVYE
3) Recuerda que las longitudes deben estar representadas
siempre por numeros no negativos. A partir de ello y utilizando
alguna operacion aritmética intenta escribir una férmula para
calcular la distancia entre dos puntos, si el segmento que los une
es paralelo a uno de los ejes coordenados.
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Funciones Trigonométricas en la Circunferencia

Trigonométrica.

EL PLANO CARTESIANO

La correspondencia biunivoca (uno a uno) que existe entre los
puntos de una recta y el conjunto de los nimeros reales permite
establecer también una correspondencia biunivoca entre los
puntos de un plano y el conjunto de pares ordenados de numeros
reales. Al conjunto de todos los pares ordenados de numeros

reales se lo simboliza porDz.

Un par ordenado cuyo primer elemento es “x” y cuyo segundo
elemento es “y” se simboliza por (x , y) y vale la pena destacar,
que dos pares ordenados, (X1, Y1) Y (X2, Y2) son iguales si y
solamente si x;= X, € y; = Ys.

La correspondencia entre los puntos de un plano dado,

llamémoslo a, y el conjuntoD2 la establecemos de la siguiente
forma: escogemos una recta del plano @, que por conveniencia
la elegimos horizontal y en esta recta definimos un sistema de
coordenadas, llamando eje de abscisas o0 eje X a la recta
numérica asi obtenida. Al punto de la recta, al cual le
corresponde el numero “x”, lo simbolizamos por (x, 0) y
ubicamos dicho punto sobre la recta, a la derecha del punto
correspondiente al par (0,0) si "x” es positivo y a la izquierda del
punto de coordenadas (0,0), si “x” es negativo.

En la perpendicular al eje X, por el punto de coordenadas (0,0)
definimos un sistema de coordenadas y al punto que le
corresponde el numero “y”, lo designamos por (0, y), ubicandolo
por encima del punto de coordenadas (0,0), si “y” es positivo y
por debajo, si “y” es negativo. A la recta numérica asi definida la
[lamamos “eje de ordenadas” o “eje Y".

En general, la escala en ambos ejes coordenados suelen tomarse
iguales, aunque en ocasiones, puede resultar conveniente
tomarlos diferentes.

Con lo visto anteriormente, estamos ahora en condiciones de
establecer una correspondencia entre cada punto del plano y un
par ordenado de numeros reales. A dicho par ordenado le
[lamamos “coordenadas del punto”.
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10) éCudnto mide cada uno de los angulos agudos del triangulo
que trazaste?
11) Considera que la longitud de cada uno de los catetos es “L".
Calcula el valor de la hipotenusa.
12) Escribe ahora las relaciones correspondientes a las seis
funciones trigonométricas de cualquiera de los angulos agudos
del tridngulo.
13) Completa la siguiente tabla.

30° 45° 60°

Seno
Coseno
Tangente
Cotangente
Secante
Cosecante

14) Compara los resultados obtenidos y saca una conclusién al
respecto.

Conclusion

sen 30° = cos 60° = cos 309 = sen 60° =

J3
2

N |~

tg 30° = cotg 60°= cotg 30° = tg 60°= NE]

w| &

2V3
sec 30° = cosec 60°= [ cosec 309 = sec 60°= 2

J2

sen 459 = cos 459 = ?

tg 450
sec 459

cotg 45° =1
cosec 450= \5

Tal como era de esperar, segun la parte B del Taller 1, el
seno de un angulo es igual al coseno de su complemento,
la tangente de un angulo es igual a la cotangente de su
complemento vy la secante de un angulo es igual a la
cotangente de su complemento.
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Medida de angulos. Conversion en los diferentes sistemas
de medidas.

Para medir angulos se emplean fundamentalmente dos
sistemas: el que utiliza como unidad el grado sexagesimal y el
gue utiliza como unidad el radian.

Medir un angulo es compararlo con otro que se toma por unidad
de medida. Para medir los angulos existen varios sistemas,
siendo los mas conocidos el sistema sexagesimal y el circular.

Sistema Sexagesimal

Se traza una circunferencia y se la divide en 360 partes
iguales. Desde el centro de la misma se trazan dos radios a dos
puntos consecutivos de la divisidon realizada, de modo que queda
determinado un angulo central de la misma. La medida de dicho
angulo central recibe el nombre de grado sexagesimal. Un grado
sexagesimal lo simbolizamos por 1°. Asi una circunferencia tiene
360° y una semicircunferencia 1800°.

Si el arco subtendido por los radios que determinaron el angulo
cuya medida es 19, se divide nuevamente en 60 partes iguales y
se trazan los radios correspondientes a dos divisiones sucesivas,
se obtiene un angulo cuya medida recibe el nombre de 1 minuto
sexagesimal y lo simbolizamos por 1'.

Si el arco subtendido por los radios que determinaron el angulo
cuya medida es 1', se divide nuevamente en 60 partes iguales y
se trazan los radios correspondientes a dos divisiones sucesivas,
se obtiene un angulo cuya medida recibe el nombre de 1 segundo
sexagesimal y lo simbolizamos por 1".

1°=60' 1'=60" 1°=3600"
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Sistema circular.
radian

En este sistema la unidad de media

es el radian, que es la medida de un

angulo central que tiene como lados dos

radios de una circunferencia y que

subtiende un arco cuya longitud es igual

al radio de la circunferencia a la cual pertenece.

Recordemos que en una circunferencia la longitud de su diametro
cabe 3,14159...veces sobre su contorno y a ese numero, le
llamamos m, es decir que el contorno de la circunferencia mide n
D, donde D es el didmetro de la misma.

Segun lo visto en el parrafo anterior, podemos notar que en una
circunferencia cabe 2m veces el radio de la misma y por lo tanto,
podemos relacionar con lo dicho en el primer parrafo y concluir
que en una circunferencia caben 2m radianes.

Relaciéon entre sistemas de medidas de angulos
360° ---mmmmmmm- 2Ttradianes 180° -mmmmmmmmee- Ttradianes

TALLER 7
Ejercicios de conversion de un sistema a otro mediante
fichas de trabajo.

La técnica propuesta a continuacidn puede ser utilizada
como medio de evaluaciéon de los aprendizajes.

El docente prepara cédulas con dos ejercicios en cada una de
ellas y las coloca en un recipiente del cual cada estudiante
extraera al azar una.

El estudiante resuelve los ejercicios en la pizarra y el profesor
evalla. Esta técnica puede ser utilizada en simultaneo con otra
técnica, puesto que mientras un alumno esta siendo evaluado los
demas pueden estar realizando otra actividad.
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