Matematica 2

Codnicas

23.1.

Capacidades

«  Resuelve situaciones problematicas en las
que intervengan secciones conicas.

23.2. Temas

Secciones cénicas y lugares geométricos.

Circunferencia: ecuacion, centro en el origeny fue-
rade él, radio, representacion grafica. Interseccion
con una recta.

Parabola: ecuacion, vértice en el origen y fuera de
él,foco, lado recto, directriz, representacion grafica.
Interseccién con una recta.

Elipse: ecuacidn, vértices, focos, excentricidad,
centro en el origen, representacién gréfica. Inter-
seccién con una recta.

23.3. Paginadeapertura

Como actividad inicial proponemos la lectura y un breve
comentario sobre un dibujo de Leonardo Da Vinci que
vincula a la circunferencia con el cuerpo humano.

2 l3 .4.

En la Geometria Euclidiana estudiamos la circunferencia,
cuyos elementos necesarios para su trazado son su centro
y su radio; en la Geometria Analitica estudiamos esta curva
en el plano cartesiano.

Abordaje de los temas

Para determinar la ecuacién de la circunferencia, utilizamos
el concepto de distancia entre dos puntos, que son el centro
de la circunferencia y un punto de ella.

Esimportante resolver las actividades propuestas en el texto
y graficar cada situacion. El estudiante podré distinguir asi
las distintas posiciones de la circunferencia, a través de sus
ecuaciones.

Para hallar la ecuacion de una recta tangente a la circunfe-
rencia, esimportante que el estudiante identifique el punto
de tangencia, la condicién de perpendicularidad entre el
radio y la recta tangente.

Para determinar los puntos de interseccidon de una recta y
una circunferencia, hacer ver al alumno o alumna que esta-
mos en presencia de un sistema de ecuaciones cuadraticasy
que resolviendo el mismo por el método de determinantes,
se obtienen los puntos de interseccion. Para el docente es
la oportunidad de englobar ambos temas y desarrollarlos
de una sola vez.
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Las Actividades de fijacion y retroalimentacion propuestas
permiten alalumnoyalaalumnainterpretary verificar ana-
liticay graficamente los resultados obtenidos, que posibilita
el logro de las capacidades establecidas en la unidad.

Sugerimos que las actividades de autoevaluacion propues-
tas sirvan como trabajo practicoy sean evaluadas posterior-
mente por el docente.

2.3.5. Algunosindicadores de evaluacion

. Indica los elementos de la circunferencia en un gra-
fico.

. Halla la ecuacién de una circunferencia a partir de
elementos dados.

«  Traza el gréfico de la circunferencia con el compds.

«  Calculael centroy radio de una circunferencia cono-
ciendo su ecuacién general.

. Determina la ecuacién general de la circunferencia
a partir de las coordenadas de su centro y su radio.

. Halla el punto de interseccién de la recta con la cir-
cunferencia.

. Determina la ecuacion de la recta tangente a la cir-
cunferencia.

. Reconoce laimportancia de interpretarinformacién a
partir de la representacion grafica de la circunferencia.

. Utiliza diferentes estrategias de resolucion.

2.3.6. Actividades complementarias

Para un trabajo grupal, presentamos las siguientes actividades.

m Propuesta de actividad

TEMA Circunferencia. Elementos. Ecuaciones.

OBJETIVO Determino la ecuacion de la circunferencia,
en situaciones dadas.

Trazo la grafica de la circunferencia en el
plano cartesiano a partir de su centro y radio
utilizando compas.

DESARROLLO Partimos de la siguiente situaciéon proble-
matica:

Dado el siguiente gréafico que representa un
mosaico:
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m Propuesta de actividad

TEMA Circunferencia. Ecuaciéon candnicay general.
Intersecciones.

OBJETIVO Analizo las ecuaciones candnica de circun-
ferencias dadas.

Hallo la ecuacién general y el punto de inter-
seccién entre las circunferencias.

DESARROLLO Dadas las ecuaciones candnicas graficamos
las siguientes circunferencias:

1 Hallamos el area de la[parte no sombreada.

2 Escribimos las coordenadas de los vértices del cua- 1. (X=0?+(y-2)*=4
drado. 2. (x+2?+(y-02=4

3 Completamoslascircunferenciasde cadacuadrante. 3. (x-0P+(y+2’=4
Determinamos la ecuacion de cada circunferencia 4 X-27+(y-0y=4
trazada.

Solucionamos

1. Hallamos el area del cuadrado: A =(8u)? =64u?

Luego el area de la circunferencia formada por la partes som-
breadas: A=mr?=16mu?

El drea de la parte no sombreada es: 64 — 16m =16 (4 - m) u?

2. Lascoordenadas de cada vértice son:
A.(4,4); B.(-4,4);
C.(-4,-4) D.(4,-4)

3. Completamos el trazado

4u

N

4.  Conociendo el centro y el radio de cada una de las circun-
ferencias, podemos escribir sus ecuaciones:

Para C(4,4) yradior=4 ——> (x-4)+(y-4?2=16
ParaC(-4,4)yr=4 —> (x+4)P+(y-4°2=16
ParaC(-4,-4)yr=4 —— 5 (x+42+(y+4)?=16
ParaC(4,-4)yradior=4 ——— (x-47+(y+4)°=16

Esta actividad se puede ampliar pidiendo a la clase que planteen
otras situaciones similares, utilizando otros mosaicos creados
por ellos mismos.
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Actividad 1

Analizo las ecuaciones.

1. (x-02+(y-232=4 C(h,k) = (0,2); R=2
2. (x+2P+(y-02=4 C(-2,0);, R=2

3. (x-02+(y+232=4 C(0,-2); R=2

4. (x=22+(y-0y =4 C(2,0; R=2
Actividad 2

Escribo las ecuaciones generales (x* + y? + Dx + Ey + F =0)
1. x-02+(y-22=4

x2+y2—4y+;(—;(=0

X +y’-4y=0 ecuacion general

2. (x+2°+(y-02=4

x2+4x+;|/+y2—§|/=0

X +y?—4x=0 ecuacion general
3. (x-0P+(y+2?=4

x2+y2—4y+§/—§l/=0

X*+y*-4y=0 ecuacion general
4. (x-2°+(y-02=4

X2 +4x+4+y*-4=0

X +y?—4x=0 ecuacion general

Actividad 3

Intersectamos la 1 con la4y hallamos P ; de la siguiente manera:

1. xX2+y*-4y=0
4. X*+y*-4x=0

X +y?= 4y:|_ Como los primeros miembros son iguales,

X2 + yz = 4x los segundos también seran iguales.
4y =4x... (+4)
Sellevaen— x2 4+ (x?)-4(x)=0
X2+ x2-4x=0 y=Xx

2X2-4x=0 0,0)(2,2)

2x(x=2)=0 | sonlos puntos

x =0 x =2 |deinterseccion
! 2 dela1conla4.

Los dos valores

reemplazo en
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m Propuesta de actividad

TEMA Construccion de circunferencias con-
céntricas.

OBJETIVO Construyo circunferencias utilizando la

técnica del hilorama.

Utilizo conceptos matematicos en la
construccion de circunferencias.

Determino las ecuaciones de las circun-
ferencias obtenidas.

Escribo las ecuaciones de los didametros
centrales.

MATERIALES Isopor, alfileres, hilos de bordar, tijera

DESARROLLO



Preparamos el material cortando en forma cuadran-
gular o rectangular el isopor.

Trazamos con el compas una circunferencia con un
radio cualquiera (en este caso 3,5 cm).

Colocamos los alfileres alrededor de la circunferencia
a una misma distancia uno de otro con ayuda del
transportador.

Atamos el hilo por 1 alfiler para empezar a unir 3 alfileres
formando tridangulos uno seguido del otro alrededor de
toda la circunferencia; notdndose en la regién central
una circunferencia concéntrica de menor radio que la
trazada inicialmente, como se observa en la fotografia
de laizquierda.

Medimos el radio de ambas circunferencias.

Escribimos las ecuaciones de las circunferencias con-
céntricas, x> +y*=1,x>+y*=3,5%

Los diametros centrales tienen como ecuacion

y =0 (eje delas abscisas) y x=0 (eje de ordenadas).

Sugerimos a la clase la aplicaciéon de esta técnica
creando otros hiloramas, como el de la fotografia de
abajo.

Matematica 2

2.3.7. Abordaje delos temas

Las conicas son curvas que surgen al cortar un cono de
revolucién por un plano. El corte depende de la inclina-
cién del plano respecto del eje del cono para obtener la
pardbola, la elipse, la circunferenciay la hipérbola. Esto se
puede realizar experimentalmente:

1. Modelamos un cono utilizando arcilla, plastilina u otro
material. Luego utilizamos una lamina fina cortante
(cuter de hoja ancha) seccionamos el cono de las
siguientes maneras:

a.  Sielplano es perpendicular al gje se obtiene una
circunferencia

[ LD/

b.  Siinclinamos el plano cortante de tal forma que
corte atoda la superficie conica, lainterseccion es
una curva cerrada ovalada, llamada elipse.

7 @
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n

Si inclinamos mas el plano cortante de forma
que quede paralelo a la generatriz del cono,
entonces la interseccion es una linea curva
abierta llamada parabola.

/&

26

d. Enelsiguiente experimento construimos dos
conos como muestra la figura. Si el plano es
paralelo a las dos generatrices lainterseccién
son dos curvas abiertas una arriba y otra
abajo, resulta asi una hipérbola.
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Una vez concluido el experimento realizamos la siguiente
actividad:

Pareamos las curvas segun el experimento realizado.

a. elipse ( )Lainterseccién esunacurvaabierta.

b. hipérbola ( )Cuando el plano de interseccion
es perpendicular al gje.

c. circunferencia ( )Cuandolainterseccionesunacurva
ovalada.

d. pardbola ( )Siel plano es paralelo a las dos
generatrices.

Concluimos que segun el corte que le damos al cono
obtenemos las curvas llamadas cénicas.

Parabola

Una estrategia para la mejor comprensién del concepto de
parabola como lugar geométrico, seria la construccion gra-
fica de la misma'y a partir de esta estudiar sus elementos.
En el texto proponemos construir la parabola utilizando
reglay compas.

Aqui sugerimos un método sencillo, conocido como «mé-
todo del sastre»:

14
13
12
11

12 13 14

10 1

6 7

4 5

o 4 2 3

. Dibujamos un angulo cualquiera tomamos
divisiones iguales en cada uno de los lados y
enumeramos empezando en ambos casos por
el vértice. En este ejemplo del 0 al 14 en ambos

lados
. Unimos los puntos cuyos valores suman, en este
caso 15. Porejemplo 1y 14,2y 13, y asi sucesiva-
mente hasta completar todas las combinaciones.
. Obtenemos la curva de la parabola como obser-
vamos en el grafico.



Es conveniente que el estudiante, junto con el profesor,
deduzcan la ecuacién de la parabola con vértice en el
origen, de aquellos casos que no fueron demostrados
en el texto. Esto forma parte del proceso de construc-
Cién de su conocimiento matematico en un marco de
trabajo cooperativo.

Utilizacion del recurso tecnolégico en la construccion
de la parabola.

Como recurso tecnolégico proponemos la computadora
para graficar la pardbola y = ax?, analizar la variacién de
las funciones e interpretar graficos. A continuacion, expli-
camos el procedimiento:

1 Enlahoja de cdlculo en la columna A se especifican
los valores dados a «X»; en la columna B paraa=1,
la funcién es y = x?, los valores de «Y» se obtienen
insertando sucesivamente en la columna B las fér-
mulas, por ejemplo en la celda (3,B) = 1*A3A2.

2 EnlacolumnaC paraa=2, lafunciénesy= 2x? los
valores de «Y» se obtienen insertando sucesivamente
en la columna Clas férmulas, por ejemplo en la celda
(3,C) =2*A3A2.

3 Para las columnas siguientes se procede de la misma
manera.

4  Se seleccionan las columnas A, B, C, D, Ey F para in-
sertar un grafico de dispersion con puntos de datos
conectados por lineas. Al finalizar se obtiene la gréfica
de 5 parabolas.

Para ampliar el estudio sugerimos proponer a la clase
que realice la misma actividad para la funcion y = - ax%

Elipse

Iniciamos el tema con la construcciéon de la elipse por el
«método del jardinero», cuya aplicacién permite al estu-
diante una mejor comprensién de la curva en estudio.

Una vez construida la elipse se estudian sus elementos. La
relacion entre el eje mayor, eje menor y distancia focal se
deduce utilizando el Teorema de Pitagoras.

Proponemos también la construccién de la elipse con
regla y compas.

Es importante deducir las ecuaciones de la elipse con
centro en el origen de coordenadas cuando sus focos se
encuentran sobre el eje de las abscisas y sobre el eje de
ordenadas.

Recomendamos la solucion de los problemas propuestos
donde el estudiante podra visualizar la aplicacion del es-
tudio de esta conica en situaciones reales.

Matematica 2

Se propone una investigacion bibliografica sobre
los cuerpos celestes que forman nuestro Sistema Solar
Planetario, visitando el CRA.

Los problemas resueltos y los propuestos referidos a la
Astronomia permiten trabajar contenidos de Ciencias
Naturales y Salud.

23.8.

. Identifica los elementos de una parabola (o elipse).

. Halla la ecuacién de una parabola (o elipse) a partir
de elementos dados.

«  Trazael graficodelaparabola (o elipse) a partirde su
ecuacion.

. Calculalos elementos de la parabola (o elipse) cono-
ciendo su ecuacion.

. Interpreta el grafico construido de la parabola (o
elipse).

. Reconoce laimportancia de interpretar informacion
a partir dela representacion grafica de la parabola (o
elipse).

. Utiliza la computadora en el analisis de la variacion
de una funciény = ax?

. Demuestra interés en el trabajo de clase.

23.9. Actividades complementarias

Propuesta de actividad

Algunos indicadores de evaluacion

TEMA Elipse. Aplicacién en problemas.
OBJETIVO Resuelvo problemas aplicando el concepto
de elipse.
DESARROLLO Presentamos las siguientes situaciones

problematicas:
. Una lata de sardina de forma eliptica tiene las siguientes
dimensiones:
- Eje mayor:2a =10cm
- Eje menor: 2b =6cm

Determinamos la distancia focal y su excentricidad
Escribimos la ecuacién de la elipse
Graficamos la elipse

Investigo otro objeto de forma eliptica, tomo sus me-
didas y formulo un problema similar al anterior

W=

Solucionamos
1. 2a=10cm a=5am
2b=6cm b=3cm
Aplicando Pitagoras calculamos la semidistancia focal

c2=a’-b*=25-9=16 c=4cm
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2. Escribimos la ecuacion de la elipse:

X2

+L =1
a2 b?
2 2
25 9

3. Graficamos

El punto 4 se puede proponer como un trabajo indivi-
dual. El alumno o alumna busque un objeto de forma
eliptica, tomen las medidas de sus ejes mayor y menor
y a partir de estas determinen la distancia focal, su ex-
centricidad y escriba la ecuacion de la curva.

. La érbita de los cometas periddicos es una elipse con el
sol situado en uno de los focos. La maxima distancia del
cometa Kohoutec al Sol es de 800 millones de kildmetros
y la minima de 266 millones de kilémetros.

Hallamos el semieje mayor y la distancia focal.

2. Calculamos la excentricidad de la 6rbita del cometa

Kohoutec.

Solucion: - Modelizamos

5@
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Sumando las distancias maximas y minimas del cometa al
Sol, obtenemos la medida del eje mayor de la elipse:

2a= 800.106+266.10° = 1066.10°km
a= 533.106 km semieje mayor

Restando del semieje mayor la minima distancia del cometa
al sol obtenemos su semidistancia focal:

c=533.10°-266.10° = 267.10°km
2c= 534.10°km distancia focal
Calculamos su excentricidad:

e=%= 267.10°:533.10° = 0,5 excentricidad

El semieje mayor es de 533.10° km; la distancia focal es de
537.10° km y su excentricidad es 0,5.

m Propuesta de actividad

TEMA Construccién de la parabola.

OBJETIVO Construyo la pardbola utilizando el método
del sastre y del hilorama.

MATERIALES /sopor, papel cuadriculado, regla, hilos de

bordar, tijera, alfileres.

DESARROLLO



Preparamos un pedazo de isopor forrado con papel
cuadriculado.

Trazamos en el pedazo de isopor forrado un angulo
cualquiera con la regla y los lados numeramos del
0 hasta el nUmero 13; en esos puntos colocamos
los alfileres para luego unir los puntos cuyos valores
sumen 14.

Unimos los extremos con el hilo de bordar, por
ejemplo:el Tconel13,el2conel12,el3conel 11y
asi sucesivamente; esto realizamos en forma envol-
vente de manera que al terminar de unir los puntos
aparece la curva parabdlica, como se muestraen la
fotografia de la izquierda.

Sugerimos a la clase crear otros disefios como el de

la fotografia de la derecha, utilizando la técnica del
hilorama.

Matematica 2
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