UNIDAD

Sucesiones y progresiones

NUMEROS DE FIBONACCI

Leonardo Fibonacci nacié en Pisa (1170-1230). Destacado matematico de
la Edad Media, publicé en su libro LiberAbaci el siguiente problema, donde
lo fascinante no es la repuesta sino la sucesion que aparece al tratar de
encontrar la respuesta.

¢,Cuantos conejos puede producir una sola pareja en un afo, si todos
los meses cada pareja engendra una nueva pareja, la cual comienza a
engendrar a partir del segundo mes, y asi sucesivamente suponiendo que
no se produce ninguna muerte? El diagrama de abajo muestra cémo el
numero de parejas vivas cada mes forma una sucesion.

Los numeros de esta sucesion se conocen como numeros de Fibonacci,
que tienen la particularidad de que cada nuevo numero en la sucesion se
encuentra al sumar los dos numeros anteriores, es decir:

= +
(an an—1 an—ZJ

Capacidades Fuente: Vizmanos, J., 1995.

Pareja inicial

Analiza sucesiones

presentes en conjuntos u@ i/l
estudiados. t }%%%:g L
Sucesion. Concepto. i
Clasificacion: Creciente, *(\
: Y
decreciente, constante. F s 1
Término general. 2%%.%
Formula y resuelve ', '
situaciones problematicas . N

donde se apliquen
conceptos de progresiones
aritméticas y

geométricas.

Término n — ésimo.

Numero de términos.

Razon.

Primer término.

Suma de “n” términos.

La sucesion de parejas formadas en 1 afio es la siguiente:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

[Sn = 870 conejos en un aﬁo.]
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Presentamos la siguiente situacion:

Podemos observar que las baldosas que forman el mosaico del patio del colegio
estan organizadas con diferentes combinaciones. Veremos las que estan orde-
nadas de la siguiente manera para conocer cuantas baldosas blancas y negras
hay en cada mosaico y expresar sus resultados generalizando.

Comprendemos el problema:

- ¢Qué nos informa la situacién? El numero de baldosas blancas y negras que
existen en cada mosaico.
- ¢Qué queremos saber? El término general de una sucesion.

Concebimos un plan de solucion:

Formamos la sucesion de los bordes del cuadrado negro analizando los siguientes
graficos:

* En el cuadrado negro 1 x 1, sobre los lados encontramos otros cuadrados
blancos bordeandolos. Asi tenemos:

1 baldosa negra y 8 baldosas blancas

* En el cuadrado negro 2 x 2, de la misma manera obtenemos:

4 baldosas negras y 12 baldosas blancas

e En el cuadrado 3 x 3, queda asi:

9 baldosas negras y 16 baldosas blancas
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Ejecutamos el plan:
Resumimos lo observado colocando en una tabla para expresar en forma de suce-
sion y llegar al término general.

4 )
N°de
orden . D
; l 182>4 — Diferencia entre términos
4
3 9 16; P
4 16 20> p
5 25 24
. N n xn 4n +4 ) - Términos generales

Las expresiones algebraicas:

n X n representan los cuadrados perfectos (1, 4, 9, 16,...).
4n + 4 expresan la sucesion (8, 12, 16, ...).

Ejemplo:
Para n=1 4.1+4=8
n=2 4.2+4=12

Expresamos en forma de sucesion:
1,4,9,16,25,...nxn — Sucesion de baldosas negras
8,12, 16, 20, 24,... 4n + 4 — Sucesion de baldosas blancas
Analizamos la tabla y contestamos:
a. ¢ Qué numero de baldosas negras necesitaré para 52 baldosas blancas?
4n+4 =52
4n = 52-4
4n = 48 —n= % = [12; o sea 144 baldosas negras.]

b. Sitenemos 225 baldosas negras, ¢ cuantas baldosas blancas necesitaremos?
Comonxn =225 — n=+225=15
[ 4 .15 + 4 = 64 baldosas blancas.]

Examinamos la solucién:
- ¢ Podemos emplear el método desarrollado en algun otro caso? Si, podemos
emplear esta estrategia en otros problemas de sucesion.

Asi como en el ejemplo anterior, encontramos con regularidad situaciones que deno-
tan sucesiones o secuencias como:

1. los meses del afo: enero, febrero, marzo,... y diciembre.
2. los dias de la semana: domingo, lunes, martes,... y sabado.
3. las estaciones del afio: primavera, verano, otofio e invierno.
4. los numeros naturales: 0, 1, 2, 3, 4...

En todos estos ejemplos observamos un cierto orden en sus elementos o términos.
Asi en el conjunto de los dias de la semana el primer término es domingo, el segundo
lunes, el séptimo término sabado.

Una sucesién numéricaes un conjunto ordenado de numeros reales.
Se representa por (a,, a,, a,, ... , a , ...) = (a,), donde el subindice

n

representa el lugar de orden que ocupa el término.
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Los ejemplos1, 2, y 3 de la pagina anterior constituyen sucesiones finitas porque
constan de un determinado numero de términos. La sucesion de los numeros
naturales como el ejemplo 4 es infinita, porque consta de infinitos términos.

Las sucesiones numéricas descubiertas por los hombres a lo largo de la historia estan
representadas por las siguientes sucesiones de numeros naturales.

En las sucesiones numéricas de los egipcios, hace 5 000 afios utilizaban numeros
que son jeroglificos; este sistema permanecié alrededor de 2 000 afios.

\/\Qi

1 1 000 10 000 100 000

Los chinos escribian la sucesion de niumeros naturales de la siguiente forma:

LIED T T T e —

Los babilonios inventaron la “escritura cuneiforme” que significa en forma de cufia
hace cinco mil afos.

o an T N

1 2 7

¢ Las sucesiones numéricas infinitas mas conocidas son:

a. Formamos los numeros triangulares sumandole al punto 1 el siguiente numero
natural que es 2 y obtenemos 3; luego le sumamos 3 y obtenemos 6, y asi van
obteniéndose los términos.

Los numeros triangulares podemos encontrar en las potencias (a + b)® ; cuyos
coeficientes aparecen en el triangulo de Pascal o Tartaglia, que vimos en cursos

anteriores. .
L] [ ] [ ]
[ ] [} ] L ] [ ] [ ]
L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ L] [ ] [ ] [ ]
° [ ] L] L L o L J L L J L ] L L ] L L L}
1 3 6 10 15
l - I 3 I - I - |

» La sucesion es: (1, 3, 6, 10, 15, ...)
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b. Formamos los niumeros cuadrangulares con la sucesion de niumeros impares y
asi llegamos a los cuadrados perfectos.

o o o o o
* o oo o o o
o o oo o o o
o e o o o oo o o o
¢ e * o @ e o o o o o o o o
4 9 16 25
1+3=4 1+3+5=9 1+3+5+7=16 1+3+5+7+9=25

* La sucesion es: 4, 9, 16, 25, ...

c. El pentagono se forma con 5 puntos si tiene lado 1; si tiene lado 2 se forma
con 12 puntos; si tiene lado 3 se forma con 22 puntos, y asi sucesivamente.

. .
. .
. . . .
. ° ° . Y -
. . . o
* . e . ® - e o
. Y . Y . o
. Y IS e o . ® o o
° . ° .
a . . o o . ® o o . * o o o
Lado1 , 4 Lado2 [ o 4 Lado3 | o o o Lado4 |, 4 o e
! ! ! !
N° de puntos 5 12 22 35
N° de orden 1 2 3 4

» Colocamos en sucesion: 5, 12, 22, 35, ...

d. Averiguamos la sucesion de la suma de los angulos interiores de los poligonos

convexos. B
B B @
B A
A N kB
A C
A D
G
A Cc Db AC E
E D F E
N°de Poligonos | Suma de los én)
orden N? de lados | gulos interiores
1 3 lados 180° e
2 4 lados 360°C o,
s |sC Ll Q —
4 6 lados 7200 o
5 7 lados 900° o Convexo: que no tiene en-
(n-2 n S =180 (1-2)) rantes.

Concluimos diciendo que la suma de los angulos interiores de un
poligono convexo de n lados es S =180 (n — 2 ).

W
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1.3. Determinacion de una sucesion

Las sucesiones se forman utilizando “patrones” que pueden ser numéricos (si se utilizan
ndmeros) o No numéricos (si se emplean formas, colores, sonidos u otros atributos).

Ejemplos:
a. Observamos y analizamos la siguiente sucesién de bolitas, colocadas en forma de
la letra L. O
o o
[ ] @
L o o @]
e e oo e oo eo o0 o000
! ! ! !
N¢ total de bolitas 3 5 7 9
N¢ de orden 1 2 3 4

— Al pasar de un término a otro cambia el nUmero de @ .

— La forma permanece invariable.

— Cada término consecutivo obtenemos agregando 2 bolitas; una en forma
horizontal y otra vertical.

— La sucesion es: 3, 5,7, 9, ... (infinita).

b. Utilizamos patrones formados por triangulos equilateros y obtenemos la siguiente

sucesion:
| | ! |
N° de triangulos 1 1+3=4 1+3+5=9 1+3+5+7=16
N° de orden 1 2 3 4

— Escribimos asi la sucesién: 1, 4, 9, 16,... ; es la sucesion de cuadrados perfectos.

c. Hallamos el perimetro y el area de cada cuadrado y formamos las sucesiones.

1 Lado 5
10 |1 Lado 4
1 Lado 3
Lado 2
Lado 1

! l | ! !

Area 1 4 9 16 25

l | ! ! !

Perimetro 4 8 12 16 20

N° de orden 1 2 3 4 5

— Sucesion de perimetros: ( 4, 8, 12, 16, 20, ...)
— Sucesion de areas: (1,4, 9, 16, 25, ...)
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M Actividades de fijacion |

a. Escribo las sucesiones numéricas asociadas a los siguientes graficos y comparto mis resultados.

1)... e © @ o @ e 6 o o o o o ® @& & @ o © & 0 @
2) L L ] L [ ] [ ]

b. Relaciono el numero de divisiones de la circunferencia con los nUmeros pares y también con
los angulos.

D @ ® &

c. Observo la figura formada con palitos de fésforos, completo la tabla con el numero de
fésforos necesarios para formar lazos Dq y escribo la sucesion.

N° DE LAZOS |N° DE FOSFOROS

d. Selecciono una de las propuestas dadas con anterioridad y creo un problema sobre sucesiones.
Intercambio este nuevo problema con un compafiero o compafera para evaluar su
formulacion.

1.4. Ley de formacion de una sucesion

En el ejercicio anterior formamos la sucesion de numero de fosforos a través de los
lazos dados.

Asi la sucesion de N° de fosforos es: 6, 11, 16, 21, 26.
NN N NS
5 5 5 5
Al primer término a, le agregamos 5 y formamos el término a,,; al a, le agregamos
5y formamos el término a; esto indica que 5 unidades debemos agregar e ir
formando el término general que es 51 + 1. Con el término general podemos calcular
cualquier término de la sucesion de numero de fésforos.
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Podemos concluir diciendo: La ley de formacién de una sucesion es la regla '
que nos permite calcular un término cualquiera de una sucesion.

Ejemplos:
a. Hallamos los cinco primeros términos de la sucesion.

a = 2n,donden € N 7_

eParan=1 — a, = 21=2 Espiral trazada en fondo cuadrangular
*Paran=2 — a,=22=4
*Paran=3 — a,=23=6
cParan=4 — a,=24=8
*Paran=5 — a,=25=10

Los términos se van formando con los multiplos de 2, o sea,
con los nimeros pares.

. . La sucesiéon formadaes: 1,1, 2, 2, 3, 3,
Luego la sucesion es: 2, 4, 6, 8, 10 — sucesion de los 4.

cinco primeros
numeros pares.

El término general es 2n; esto lo expresamos como funcion de la siguiente manera:
vy = 2n que llevamos al plano cartesiano y graficamos para demostrar el crecimiento

de la funcioén.
an=y
1 A x|y
at > ——
112
21 2 | 4
3|6
+ + + + 4 8
1 2 3 4 xX=n

Concluimos que es una funcion lineal creciente.
Es lineal porque se representa por una recta y es creciente porque su
pendiente es positiva.

Una sucesidn es una funcion que se define entre el conjunto de los
f—‘ /  nameros enteros positivos y el conjunto de los nimeros reales.
*

b. Determinamos el término « , llamado término general, en la sucesion de los
numeros impares: (1, 3,5,7, ...)

Observamos que: la sucesion (1, 3, 5, 7,9 ) se forma sumando 2 a cada término.
NN
2222
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*Paran=1

—a,=1=21-1=1

*Paran=2 — a,=3=22-1=3

*Paran=3 — a,=5=23-1=5 >

cParan=4 — a,=7=24-1=7 " Si contamos con sala de com-
a =2‘.n‘—"| putacién podemos construir

graficos similares utilizando
Para un n,cualquiera a = 2n— 1, es el término general donde n € N. Programas informaticos pa-

n ra realizar la grafica de las
funciones y compararlas

Luego, podemos concluir que si el término general se da en sk

funcion de n, esta formula expresa la ley de formacion. £ y=2ney=3n

c. Trabajamos con fichas cuadrangulares formando una sucesion, teniendo en cuen-
ta las siguientes condiciones:

 Partimos con dos fichas.

* Agregamos una ficha para cada valor de n, que es el nUmero de orden.

N° DE ORDEN N° DE FICHAS

1 Dj — a, = 2 fichas

2 HEE —a,=a, +1=2+1=3fichas
3 D:ljj —a,=a,+1=3+1=4fichas
4 D:l:l:lj —a,=a,+1=4+1=5fichas

Como vemos, fuimos agregandole 1 ficha a partir de 2 fichas.
Por tanto, la sucesién es: 2, 3,4, 5,... n + 1.

Concluimos: n + 1, es el término generalpara n € Ny n > 1.

En ciertas sucesiones es facil determinar el término general, por ejemplo:
a. En el conjunto de numeros naturales: 0, 1, 2, 3,4, ...n

b. En el conjunto de numeros pares: 0, 2, 4,6, 8, ... 2n

En otras sucesiones el término general no es muy evidente, por esa razon se utiliza
el método de las diferencias finitas, que consiste en determinar la diferencia entre
los términos, hasta llegar a encontrar una diferencia comun.

Si al diferenciar una vez los términos ya llegamos a encontrar un nimero comun
entonces el término general es de la forma an + b ; donde a y b los determinamos
dandole a nlos valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... Si el término general es de la forma an + b,
la sucesién es una funcion lineal.

Ejemplos

a. En la sucesion: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, ...; hallamos el término general por el
método de las diferencias finitas.
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1?2 Colocamos la sucesion en la TABLA 1, y hallamos la diferencia entre los términos.
TABLA 1

N° DE ORDEN TERMINOS
1 B 2> 3

2 5

3 8>3
>3

4 11>3

5 14

. 2

2° Al encontrar la diferencia comun 3, construimos la TABLA 2 colocando en ella el
numero de orden y la forma an + b; luego hallamos la diferencia algebraica entre
los términos y llegamos a una diferencia comun (a); cuyo valor es 3 (primera
diferencia comun).

a=3
TABLA 2
1 a+b >C’7 12 término de la sucesion
2 2a + b > P
3 3a +b >
4 da + b > “
5 S5a +b “
n 3n +1

32 Para hallar el término b, tomamos el primer término de laTabla 2; a + b e
igualamos a 2 (primer término de la sucesion):

a+hb=2

|

3+b=2
b=2-3

4?2 Reemplazamos en el término general los valores de a y b.

an +b =3.n —1 — término general de la sucesion

Por tanto, la sucesion queda formada por los multiplos de 3 menos 1.

5° Verificamos para los valoresde n=1,2,3,4y5.

*3n-1=31-1=2
*3n-1=32-1=5
*3n-1=33-1=8
*3n-1=34-1=11
*3n-1=35-1=14
* ¢ Qué aspecto de este tema no quedd claro? Solicitamos una reexplicacion sobre
el punto.
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b.Determinamos la expresion correspondiente al enésimo término de la sucesiéon
formada por baldosas cuadradas rojas y blancas.

T D D D

N° de orden
T Srojas ! ! l ! !
b—Dblancas 1r+4b 2r+6b 3r+8b 4r+10b 5r+12b

Colocamos en una tabla los datos contando el nimero de baldosas blancas y rojas; hallamos
el termino general de las sucesiones formadas usando el método de las diferencias finitas.

N°DE ORDEN BALDOSAS BALDOSAS SUMA DE LAS

ROJAS () | BLANCAS (b) r+b

1 1 4 5
2 2 6 8
3 3 8 11
4 4 10 14
5 5 12 17
n n ? ?

19 Hallamos el término general de la sucesion de baldosas blancas: 4, 6, 8, 10, 12,
... por el método de las diferencias finitas.

N°DE ORDEN N?DE ORDEN an + b

1 4 1 7 a+b a+b=4
2 {eiz 2 C2a+biz 2+b=4
3 8> ) 3 3a+b b=4-2
4 10 4 4a+b>a —
5 12>|2 5 Sa+b>a
~L2 n Zn‘+2 an +b =

Término general

Las baldosas blancas se forman con los multiplos de 2 mas 2 que se escribe:
(2n+2).

Término general:

2° La sucesion de la suma de baldosas blancas y rojas es: 5, 8, 11, 14, 17, ...

N¢ DE ORDEN N¢ DE ORDEN an + b
1

1 >5 s oa+b a+b=5
2 _<8§z 2 C2a+b§: 3+b=5
3 LEQ 3 3a+b b=5-3
4 14> 4 dasp 2
5 17>|3 5 5u+b>a
J n 3n+2 an+b=

g |
Término general
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N

La suma de las (r + b) se forma con los multiplos de 3 mas 2 que se escribe:
3n+2

Término general: g

3?2 Contestamos las siguientes preguntas.

« ¢ Cuantas baldosas blancas se necesitan para la décima figura?

Reemplazamos n por su valor 10.
2n+2=2.10+2 =20+ 2 = 22 baldosas blancas

[Se necesitan 22 baldosas bIancas.]

+ ¢ Cuantas baldosas rojas y blancas se necesitan para la figura nimero 657?

Reemplazamos n por su valor 65 en el término general 3n + 2.
3.65+2 =195+ 2 =197 baldosas rojas y blancas

[Se necesitan 197 baldosas rojas y blancas]

+ Si tenemos formada una figura con 107 baldosas rojas y blancas, ¢a qué
orden corresponde dicha figura?

Resolvemos la ecuacion lineal para hallar el nimero de orden que corresponde
a la figura formada por 107 baldosas rojas y blancas

3n+2=107
3n=107 ~2 =
3n =105 En clase de Arte creamos
n =105 _ 35 es el 35° orden otros mosaicos pareci-
dos y completamos la
[La figura corresponde al 35° orden.] sucesion segun apren -
dimos.
Exponemos nuestros tra-
Actividades de fijacion bajos en un tablero.

Formamos grupos, sorteamos las letras que indican las activi- 7
dades y asignamos una a cada grupo. Resolvemos y explicamos
a los demas el procedimiento seguido.

Espiral trazada en fondo triangular.

a =3n;paran € N

anz%n;para nENynz2

a = n1;paran€Nyn21

n 2n +

a=(-3); paranc Ny 1sn<6 La sucesion formadaes: 1,2, 3,4, 5, ..n.

n

Encuentro el término general de las siguientes sucesiones.

A
~
&

I[N

2,5,10,17, ...

0, 5, 10, 15, 20, ... 14916 . 4, )
1 . 4,9,14,19, ...

J QNS RS — L 1,3, 5, 7, 9,

’ ’

TR
w|=
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c. Interpreto los graficos, determino y luego comparto con mis pares.

1. La sucesion de numeros de palitos que se necesitan para construir cuadrados de medidas:
1x1,2x2,3x3, .. —

N¢ de orden 1 2 3 4

N¢ total de términos

2. El término general de la sucesion anterior.

3. ¢Cuantos palitos se necesitan para formar un cuadrado de 7 x 77?

1.5. Progresion aritmética
Introducciéon. Concepto

Leemos y analizamos el problema:

La produccioén de velas navidefias de la empresa familiar
“Doiia Juana”, desde el afio 1998 hasta 2002, sufrié un
aumento de 30 000 unidades por afio. Sabiendo que su
produccion fue de 100 000 velas en el afio 1998, 4 cual fue
su produccion en el afio 20027?

* Extraemos los datos:
-Produccioén inicial: 100 000 velas
-Aumenta 30 000 unidades por afio.

“ Con el fin de visualizar mejor los datos, construimos
una tabla con la produccién anual.

Produccion de velas.

ANOS
cantidad 100 000 130 000 160 000 190 000 220 000
de velas

+ 30 000

En la tabla se nota que la produccién fue creciendo en 30 000 unidades

cada afio. $

(Por lo tanto, la produccién en el 2002 fue de 220 000 veIas.J Progresioén:cierto tipo de
sucesion numérica.

Representamos la produccion de los afios en forma de sucesion: Razén: resultado de Ia
100 000, 130 000, 160 000, 190 000, 220 000. comparacién entre dos
cantidades.

A este tipo de sucesiones se le llama Progresiones Aritméticas.
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Verificamos hallando la razon:
La razon se obtiene restando el término posterior del anterior, en nuestro ejemplo es:

("r=130000 - 100 000 = 30 000 ‘
LaProgresién Aritmética (PA) es una sucesion de nimeros en Opinamos sobre las ven-
donde la diferencia (comun) entre dos cualesquiera de sus térmi- IS v WSt es gl
2 p acarrea este tipo de em-
nos se llama razon y es ademas constante. presas familiares y escribi-

mos nuestra conclusion.

EJEMPLOS DE CLASES DE PROGRESION ARITMETICA:

- Lasucesion: 2,4, 6, 8, 10, ... es una progresion aritmética de razén r=2y es creciente
porque larazénr > o.

- Lasucesion: 15,10, 5, 0, ... es una progresion aritmética de razéon — 5y es decreciente
porque larazénr < o.

- Lasucesion: 8, 8, 8 es una progresion aritmética de razén 0y es constante r = 0.

- Lasucesién:3,7,11,15,19, 23, ... es una progresion aritmética de razén 4y es cre -
ciente.

- Lasucesidn: 11,22, 33,44, 55, ... es una progresion aritmética de razén 11y es cre -
ciente.

- La sucesién: 50, 40, 30, 20, 10, ... es una progresion aritmética de razon -10y es
decreciente.

- Lasucesionformada por el nimero de lados de los poligonos es una PA creciente de
razén 1.

3 lados 4 lados 5 lados 6 lados 7 lados 8 lados n lados

L0000 0.0

Con el crecimiento de los lados del poligono regular se forma la circunferencia.

Vamos a considerar la progresion aritmética siguiente:
a1, az, 83, q, as,...an

Donde a, = es el primer término,
a, = es el enésimo término,
r = eslarazédn o diferencia comun entre dos términos
consecutivos.
La razén o diferencia comun se halla restando el término posterior del anterior
(a,—a,) o (a,—a,).

Cada término se obtiene de la suma entre la razén y el término anterior;
siempre teniendo el primer término.
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Por lo tanto, a,
a,=a, +r

a,=a,+r=a,+r+r=a, +2r
a,=a,+r=a,+2r+r=a,+ 3r

a;=a,+r=a, +3r+r:a1 + 4r

a,=a,+r=a, + 8r+r=a1 +9r

a,=a,+r=a, + 9r+r=a1 + 10r

a :an73+r

Cln_l =Cln_2 +r

a =a, ,+r=[a+ n-2)r] +r=a,+ (n-1)r
Luego, el término general o enésimo término de una progresion aritmética es:

a = a + (n-1) r

n 1

1|

ultimo  primer numero razon o
término término de térmi- diferencia
nos menos comun
uno

EJEMPLOS:

a. José se propone ahorrar U$S 810 para comprar una computadora y compartir con
sus hermanos. Si empieza con U$S 200 que gané en su trabajo y cada mes guarda U$S
61 mas que el mes anterior, ¢en cuanto tiempo lo lograra?

* Extraemos los datos y colocamos en una tabla.
* Calculamos el ahorro por mes, sumando U$S 61 al mes anterior:

ENERO = FEBRERO MARZO ABRIL 1.\ (o] JUNIO JuLio AGOSTO SETIEMBRE FOCTUBRE" NOVIEMBRE

200 261 322 383 444 505 566 627 688 749 810

Contamos los meses y conocemos el resultado.

[José lograra juntar la suma que se propuso en 11 meses.]

* Verificamos nuestro resultado aplicando la férmula del término general de la
progresion aritmética:

a,=aq+ (n—1)r, donde n en este caso indica el tiempo.
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Despejamos n siguiendo estos pasos:

a —a,=(n-1)r

S t=n -1 L‘.__
an —a; _ _810-200 _ Infiero por qué José invirtio
r tl=n —n= 600 +1=1 en una computadora. Bus-

co en el CRA cudles son los
recursos que esta ofrece.

[Luego llegamos al mismo resultado: 11 meses.j

* Formulamos otra pregunta a este problema que se pueda resolver con los mismos
datos. Resolvemos y verificamos el resultado con la calculadora.

b. Dofia Ramona desea invertir la suma de G 25 000 000 en las microempresas de sus
5 hijos. Ella desea distribuir esta suma en forma proporcional, teniendo en cuenta que
la diferencia entre lo que recibe uno de los hijos y el anterior es la misma y la diferencia
entre lo que recibe el quinto y el tercero debe ser de G1 200 000. ¢ Cuanto le corresponde
a cada uno?

Relacionamos los datos del problema:

Si el menor monto es q, — el hijo mayor
a,—a,= 1200000 — diferencia entre lo que recibié el 52y el 32 hijo
a,+a,+a;+a,+a;=25000000 —; total que repartir entre los cinco hijos

Interpretemos el problema: ‘
@ 1% hio T
G4 Ext ticias de di
i . xtraemos noticias de dia-
a,-a,=r La sucesion es una PA de razon r. . .
3 72 rios y revistas que hablen
a—a,=r sobre las microempresas
a,-a,=r y opinamos sobre lo que

expresan las mismas.
Por lo tanto: a =a,+(n-1)r n=12 34 5,..

Por ejemplo: a; =a, + 4.r
Calculamos larazéon r y a,
a,—a,=1200000

a, +4r—(a, + 2)=1200 000
a, + 4r—a,—2r=1200 000

2r=1200 000
r= 1%= 600 000 —»[ La razén de la PA es 600 oooj

a,+a, +r+a, +2r+a, + 3r+a, + 4r=25000 000
5a,+10r=25000 000

5a,+10.600 000 = 25000 000

5a,+ 6000000 =25 000 000

5a,=25000 000 -6 000000 =19 000 000
_ 19000 000

“v s

[EI primer hijo recibira & 3 800 OOO.]

=3 800000
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Hallamos cuanto reciben los otros hijos:

a+r =3800000+ 600000= |G 4400000 — 2°hijo
a +2r =3800000+2600000= |G 5000000 — 32 hijo
a +3r =3800000+3600000= |G 5600000 — 42hijo
a +4r =3800000+4600000= |G 6200000 — 5°hijo

Los hijos reciben, del mayor al menor, guaranies:
3 800 000 ; 4 400 000 ; 5 000 000 ; 5600 000 ; 6 200 000.

Verificamos: 3 800 000
4 400 000
5000 000
5600 000
6 200 000
25 000 000

c. Analizamos el enunciado del problema para resolver:
¢,Cuantos numeros pares hay entre 2 y 5007

El primer término es a; =2, el tltimo término a,,= 500 y la razén r= 2 porque

son numeros pares.

Para calcular la cantidad de nimeros pares nos valemos de la férmula:
a=a, + (n-1)r

a=a,+nr—r

Reemplazamos a,.a, Y r por sus valores

500=2+2n-2

500 = 2n n =¥ =250 n =250 nimeros pares

[Por tanto, hay 250 niumeros pares entre 2 y SOOJ

d. Maria José disefié una pulsera con cuentas negras y rojas para regalarle a su herma-
na. La forma como lo hizo es una cuenta negra en el centro y 8 cuentas rojas alrededor
del mismo. El disefio es como sigue:

| -



- ¢, Cual es el término general?
- ¢, Cuantas cuentas rojas tendra que colocar si pone 40 cuentas negras?
- A qué N°de orden corresponde si tiene 578 cuentas rojas?

Organizamos los datos en la siguiente tabla:

( N° de Cuentas Cuentas )

orden negras rojas
1 1 8 S 6
2 2 14 ;
3 8 20 > . — Larazon es 6.
4 4 26 ; .
I\ 5 5 32 Y,

. La sucesion de cuentas negras: 1, 2, 3, 4, 5... 40

. La sucesion de cuentas rojas: 8, 14, 20, 26, 32...

. El término general es:

. Si tiene 40 cuentas negras, calculamos el nimero de cuentas rojas.
6n+2=6.40+2= [242 cuentas rojas]

Calculamos a qué orden corresponden 578 cuentas rojas.

578 =6n+2
578 —2=6n
576

5 =N

n =96

[EI numero de orden correspondiente a 578 cuentas rojas es 96.]

Evaluamos utilizando otra estrategia de solucion.
Hallamos aplicando la férmula:
a,=a, +(n—1)r

a,=a, +nr—r

578 =8 +6n -6
578 -8 + 6 = 6n
576 = 6n
576 _

200

Esta situacion problematica nos ayuda a pensar como lograr el numero de cuentas
negras y rojas necesarias para hacer una pulsera.
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e. El siguiente problema nos ayudara a ubicar los multiplos de un numero.

¢, Cuantos son los multiplos de 8 comprendidos entre 100 y 1 000, donde el
primer término es 104 y el dltimo término es 9927

Valiéndonos de la formula del término general, despejamos n de la formula
a =a+(n-1) r=a+nr—r
_ a-q +r
r

Sustituimos en la férmula despejada y obtenemos el numero de términos

[Por lo tanto existen 112 multiplos de 8 comprendidos entre 100 y 1 000.]

f. EnunaPA:a,=-3 Yy ela, = 11. Calculamos el primer término y la razon.

Luego escribimos la PA.
a,,=a+9r a,=a+ 1lr
1 -3=a+9r 2 1l =a+11r

*  Resolvemos el sistema formado y hallamos a, yr.
1 w o+ 9r= -3
2 a, + 11r=-11 (cambiamos el signo del (2) y eliminamos a,)
-2r=-14 ..x(-1)

2r=14 a,+9r=-3
rzﬂ a,+9.7=-3
2 a,+63=-3
r=7 — Luego reemplazamos en (1 4 =-3-63=-66
1
a,=-66

. La progresion aritmética es:
-66, -59, -52, -45, -38, -31, -24, -17, - 10, -3, 4, 11

l !

a 1 n

/)'\ Actividades de fijacién
Resuelvo las siguientes situaciones problematicas y explico el procedimiento seguido. Verifico mis

resultados con la calculadora.

Un objeto que cae libremente (no se considera la resistencia del aire), tiene al final del primer segundo una
velocidad de 9,8%; 29,4£5n- al final del siguiente segundo; 88,2 % al final del tercer segundo; y asi

sucesivamente. ;Cual serd su velocidad al final del décimo segundo?

Las edades de Luisa, Julidn, Verdnica y Oliver suman 54 afos y estan en progresién aritmética. Sabiendo
que la edad del mayor duplica la del menor, ;cudles son sus edades?

Uso las férmulas de progresion aritmética y resuelvo.

Determino la razon de una PA, en donde el 20° término es 157 y el 1° término es 5.
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2. ¢, Cuantos multiplos de 11 existen entre 100 y 1 000, donde el primer término de una PA es 121
y el ultimo es 9907
c. Determino:

1. E1 11° término de la PA: 1%%

2. El 10° término de laPA: 0,1, 2

I—r— 1

3. El 12 término de la siguiente sucesion: ..., —%—2_,

4. En una progresién aritmética de 14 términos, el primer término es 2 y el ultimo término es 28.
Calculo la razén y formo la progresion.
d. Resuelvo y verifico mis resultados con mis compafieros y companieras.

1. El séptimo término de una progresion aritmética es 37 y el decimoquinto es 77. Calculo la razén y
el primer término.
2. El noveno término de una PA es 25 y el decimotercero es 37. Calculo la razén y el primer término.

1.7. Suma de los términos de una PA finita

Deducimos la férmula de la suma de una progresiéon
aritmética a partir del siguiente problema:

La zapateria “Las Marias” de las hermanas Martinez
produjo mensualmente en el afio 2006 las siguientes
unidades de calzados de excelente calidad:

En enero

— 200 pares de zapatos
En febrero — 500 pares de zapatos
Enmarzo — 800 pares de zapatos
En abril — 1100 pares de zapatos
Enmayo — 1400 pares de zapatos
Enjunio — 1700...y asien diciembre 3 200

pares de zapatos.
¢, Cual fue la produccion semestral de zapatos? ;Y la anual?

*

En la tabla registramos la produccion de zapatos en el primer semestre.
La misma nos permite ver que se trata de una progresion aritmética creciente.

ENERO @ FEBRERO MARZO ABRIL MAYO JUNIO

200 500 800 1100 1400 1700

300 300 300 300 300

* Como larazén es r = 300 podemos calcular la producciéon de cada mes sumando
300 al mes anterior.

JULIO AGOSTO SETIEMBRE OCTUBRE NOVIEMBRE DICIEMBRE

2000 2300 2600 2900 3200 3500
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La cantidad de zapatos producidos por la empresa en 1 afio fue la
siguiente:

200 + 500 + 800 + 1 100 + 1 400 + 1 700 + 2 000 + 2 300 + 2 600 + 2 900
+3 200+ 3500 = 22 200 es la produccion de pares de
zapatos en el ano.

El numero 22 200 representa la suma de los términos de la PA
formada y de razén 300.

Otra forma de calcular la suma de la produccion es ordenando de acuer-

do a la deduccién propuesta por GAUSS. Johann Carl Friedrich

Gauss, matematico, as-
Para simplificar la deduccion tomaremos 6 meses. Sumando los 6 me- tronomo y fisico aleman,
ses de produccion en forma ascendente y descendente y efectuando la (1777-1855).

En 1823 publica un tra-
bajo donde da a conocer
su famosa “campana de

200 + 500 + 800+ 1100+ 1400+ 1700 — Forma ascendente Gauss’, que es la repre-
* sentacion gréafica de la
1700+ 1400+ 1100+ 800 +500+200 — Forma descendente

ecuacion matematica
1900 + 1 900 + 1 900 + 1 900 + 1 900 + 1 900 que corresponde a una
distribucién normal. Re -
Observamos que hemos utilizado 2 veces los mismos sumandos, luego alizé varias investigacio -

suma verticalmente obtenemos el mismo resultado.

expresamos la formula de Gauss de la siguiente manera: nes sobre como calcular
la 6rbita de un planeta,

S = (a1 +an).n — (200 +1700).6 _ 5 700 pares de profundizando sobre las
2 2 calzados en 6 meses ecuacionesdiferenciales

y secciones conicas. Con

su teoria de los numeros
proporcioné una estruc-
tura sistematizada a esta
parte de las matematicas.

Verificamos: 200 + 500 + 800 + 1 100 + 1 400 + 1 700 = |5 700

Fuente:<http://es. wikipedia. orgiwiki/Carl_ Friedrich_ Gauss>

Consideremos una PAfinita (@, a, a,a, ...a, ,a )y vamos a indicar por S
n-I "n n

la suma de sus términos, de dos maneras distintas:
S,=a, +a,+a,+ ... +ta_,+a,  +a 1 creciente

S=a +a  +a ,+..+a.+a,+a 2 decreciente
n n n—1 n-2 3 2 1

Sumamos miembro a miembro las igualdades (1 y 2
2S =(a, +a )+ @+a, )+ (@+a, )+..+(@a ta)+@ ,+a)+(@+a)

En una PA finita la suma de dos términos equidistantes con respecto a los
extremos es igual a la suma de los extremos.

Entonces tenemos que:
2S =(a,+a)+ (@ +a)+ @ +a)+..+(a+a)

2S =(a, +a )n

S _(ar+a)n | - férmula que nos permite calcular la suma de los n
n 2 primeros términos de una PA.
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Ejemplos:
a. Leemos y analizamos el problema:

Para el riego de la plaza “Amistad” los vecinos disponen de 12
canillas; la segunda arroja 2 litros mas por minuto que la pri-
mera, la tercera 2 litros mas que la segunda y asi sucesivamente,
arrojando en total 168 litros por minuto. ¢ Cuanta agua echa
por minuto cada canilla?, teniendo en cuenta que cada canilla
arroja 2 litros mas que la anterior.

*

*

Extraemos los datos:

- Se dispone de 12 canillas.

- En total arrojan 168 litros por minuto.

- Cada una arroja 2 litros mas que la anterior.

Planteamos las ecuaciones, sumamos e igualamos a 168:

12 canilla X
2acanilla x+2
32canilla x+2+2=x+4

42 canilla  x+6

126: canilla x+22
12x+ 132

o . “Si deseamos la continuidad de la vida
Escribimos la ecuacién y resolvemos: como la conocemos, es necesaria la

creacion de una nueva cultura que
reconozcay respete el valor del agua.

12x+132=168

12x =168 - 132 De esta nueva cultura dependera la
36 supervivencia de las futuras genera -
X = T ciones y especies del planeta”.

=31 . iala 12 il Coleccién National Geographics (en es-
x = 3 litros por minuto arroja la 12canilla. pariol). Pag. 19. Ao 2006.

Los litros que arroja cada canilla por minuto son:
3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, 21, 23, 25.

Investigamos acerca del Acuifero
Guarani

- Recabamos datos en diferentes

Verificamos aplicando la formula de Gauss: fuentes sobre el Acuifero Guarani.

S_(al + ay)n » Analizamos yluegocompar -
S R timos nuestro trabajo con los
demas.
168 = (34_22&: (1 68 litros por minuto. )

. La suma de los 20 términos de una PA finita es igual a 710.
Si el primer término es 7, calculamos el 10° término de esa PA.

Deducimos otra formula de suma, determinamos (S ), reemplazamos a_ por su igual
a, +(n-1)rytenemos que:

s - (a; +a,)n _[a;+a;+(n=1)rln [2a,+ (n=1)r]n
2 N 2 - 2

Reemplazamos los datos — S, =710; a,=7; n =20 y hallamos la razon.

[27+(20-1)r].20

710 = >
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2.710=(14+19r) 20

1420 _ 14 419,

20
71-14=19
57
57=19r — r=2L =3
SRR

Luego: a,,=aq+9r=7+93 =7+27 =
[EI décimo término es 34.]

c.Romina compr6 una heladera en 11 cuotas mensuales. El primer mes pag6é @ 220 000
los meses siguientes pago un 5% mas que la primera cuota. ¢ Cual es el incremento de
sus cuotas? ¢ Cuanto le costé la heladera?

Cada mes que paga su cuota aumenta el 5% de la 12 cuota, es decir:

220000.5

100 =[11 000 de recargo mensua@

Teniendo el recargo mensual, calculamos el monto de cada cuota:

12cuota — 220000 73cuota — 286000
22cuota — 231000 8 cuota — 297000
32cuota — 242 000 92cuota — 308 000

42 cuota — 253000 102cuota — 319000 ‘
5icuota  — 264000 112cuota — 330000 _

62cuota — 275000

+ Analizo en grupo sobre
las ventajas y desventajas

. . . de comprar al contadoy a
La diferencia es constante e igual a 11 000, por lo tanto crédito.

la razon o incremento es de G 11 000.

» Busco en diarios y revistas

El precio de la heladera es la suma total de las cuotas: articulos que se ofrecen en

G3 025 000. venta. Calculo la diferencia

de precio entre la compra
Verificamos utilizando la formula de suma de una progresion @l contadoy a credito.

aritmética:

(@ +a,).n _ (220000 +330000).11 _
S= e : =(3 025 000

d. Expresamos en forma de sucesion los angulos de un triangulo ya estudiados en
Geometria. Sabiendo que las medidas de los tres angulos estan en PAy el menor de
esos angulos mide 40°, calculamos las medidas de los otros dos.

a1=40; a2=40+r y a3=40+2r

Como la suma de los angulos interiores de un triangulo mide 180°, escribimos:
b

400 + 40° + 7+ 400 + 2r= 180°
1200+ 3r=180° : 3
400 + r=60°
r=60° - 40° = 20°

a, = 400 + 20° = 60°
a, = 60° + 20° = 80°

[Luego, los angulos miden: 40°; 60° y 80°.]
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Actividades de fijacion

Aplico la formula de Gauss para encontrar la suma de las siguientes progresiones:

La suma de los 70 primeros términos de laPA : 4, 8, 12, 16, 20, ...

La suma de los 50 primeros términos de laPA : 1,7, 13, 19, ...

La suma de los 30 términos de una PA finita es igual a 1 890. Si el primer término es 5,
calculo el 15° término de esa PA

Resuelvo y luego explico como he hecho para llegar al resultado y qué dificultades encontré.

Leemos y analizamos la siguiente situacion:

La produccion semanal de una fabrica de excelente
artesania en madera de la ciudad de Caaguazu esta §
en progresion aritmética. Si en enero produce 800
sillas y en junio 2 800, ¢ cuantas sillas fabricaron en

febrero, marzo, abril y mayo?

Opinamos sobre la importancia de la reforestacion
y la forma de realizarla. ; Qué se hace al respecto en

nuestra comunidad?

Entresacamos los datos.
La fabrica de sillas produce en 6 dias:

enero: 800 sillas
febrero: ?
marzo: ?
abril: ?
mayo: ?
junio: 2 800 sillas

Vamos a formar una progresién aritmética donde
a1=800, an=2800 y n=6

Resolvemos calculando primero el valor de la razén:

r=a,—a; = 2800-800 = 2000 = 400
n-1 6-1 5

Los términos son:
a, = 800 +400 = 1200
a, = 1200 +400 = 1600

4q,
4s

A Mariela le ofrecen un trabajo por 5 afios con un salario inicial de 1 200 dolares al afio y un
aumento de 100 dolares cada afio (después del primero) o bien un aumento de 35 délares cada
seis meses (después de los primeros 6 meses). ¢ Cual es la mejor oferta?

Matias alquila una casa en las siguientes condiciones: el primer afio paga @ 300 000 mensuales
y cada afo aumentaen & 90 000 mensuales. ¢ Cuanto pagara mensualmente al cabo de 5 afios?

Raquel comprd 10 libros, por el primero pagé G130 000 y por cada uno de los demds, @10 000 menos
que el anterior. ;Cudnto suma el gasto de todos los libros?

Caaguazu (178 km)

Esta ciudad fue fundada en 1592. Lleva el mis-
mo nombre del Departamento en el que
estd ubicada y cuyo significado es“bosque
grande”.

En Caaguazu es importante la produccién
de artesania en madera y existen también
maderas petrificadas.

(Extraido de la Guia Turistica “La magia
de nuestra tierra”- 2003)

<Indagamos sobre la influencia que tiene
en el ecosistema, la tala indiscriminada de
arboles.

= 1600 +400 = 2000
= 2000 +400 = 2400
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Escribimos la progresion aritmética:
800, 1200, 1600, 2000, 2400, 2 800.

En los meses de febrero, marzo, abril y mayo la produccion de sillas
fue:1200, 1600, 2000 y 2400.

¢, Qué pasos llevados a cabo durante la explicacion de la interpolacion aritmética nos
facilitaron la comprensién del tema?

Los términos comprendidos entre los extremos se llaman medios aritméticosy
la operacion de encontrar los términos de una sucesién entre dos de ellos cono-
cidos se denomina interpolacion

Interpolar medios aritméticos entre dos numeros, consiste en formar una pro -
gresion aritmética en la cual los dos numeros dados son los términos primero y

(Ei?&mea

Ejemplo:
a. Interpolamos 5 medios aritméticos entre — 5 y 19, luego escribimos la progresion
aritmética.

Los datos son:a,=-5; a =19; n=7 y deseamos encontrar los términos
medios.

Primero hallamos la razén:
r=a,-a; =19-(-5 =19+5=24=4 — r=4
n-1 7-1 6 6

Calculamos cada término asi:

—5+4 =1
1+4=3
3+4=7
7+4=11
11+4=15

[Ahora podemos escribir los términos entre — 5y 19:}

/)'\ Actividades de fijacion

Determino la razén y escribo:

Seis medios aritméticos entre 3 y 38
Diez medios aritméticos entre 127 y 6
Siete medios aritméticos entre 20 y 100
Cuatro medios aritméticos entre 7 y 32

Cuatro medios aritméticos entre 1 y 6
7 7
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b. Jimena camina diariamente de su casa al colegio empleando 30 minutos. Se propuso disminuir el tiempo
que emplea gradualmente en una semana. Sabiendo que el 5° dia recorrié en 10 minutos, ¢cuantos
minutos empled en los otros dias? ;Qué beneficios acarrea a la salud la caminata diaria?

c. En una tienda de artesania la ganancia sobre la venta crece en PA mensualmente. Si en enero tuvo
una ganancia de G 10 200 000 y en junio de G 12 200 000, ¢ cuanto gano en los meses de febrero,
marzo, abril y mayo?

d. Formulo un problema basado en el anterior suponiendo que la ganancia haya sido el doble y dando
otra cifra para la ganancia de junio.

1.9.

Progresion geomeétrica (PG). Concepto

Con esta situacion problematica daremos inicio al r
concepto de progresion geométrica:

La fabrica de bicicletas de la “Cooperativa Unida”, produjo
50 000 unidades en el primer trimestre del afio 2006. Sa-
biendo que la produccion se ha duplicado cada trimestre,
los socios desean saber cuantas bicicletas fueron pro-
ducidas trimestralmente, para ver si pueden cumplir con
los pedidos del afio 2007.

*

La produccion de bicicletas en el 19 trimestre del afo
2006 fue de 50 000 unidades.

El estudio realizamos calculando cuéntas bicicletas se Fébrica de bicicletas.

produjeron en cada trimestre:
- Primer trimestre:  — a, =50 000 bicicletas.
- Segundo trimestre: — a,=50 000 x 2 = 100 000 bicicletas.
- Tercer trimestre:  — a,=100 000 x 2 = 200 000 bicicletas.
- Cuarto trimestre:  — a,=200 000 x 2 = 400 000 bicicletas.

La produccion trimestral de bicicletas en el afio representamos por la sucesion:
50 000, 100 000, 200 000, 400 000.

“ Explicamos el problema y los pasos seguidos para resolverlo.

| A este tipo de sucesiones se las denomina progresiones geomeétricas. En ellas

observamos que cada término a partir del segundo, es igual al anterior multi-
f/"’ plicado por 2
i

*

Generalizamos de la siguiente manera, llamando q a la raz6n geométrica.

Primer trimestre: a,

Segundo trimestre: a,=a.q

Tercer trimestre: a,=(a,q).q=a,q?
Cuarto trimestre: a,=(a,q%.q=aq?

Ahora podemos hallar: férmula que nos permite calcular el

término enésimo de una progresion geométrica.
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Progresion geométrica (PG) es toda sucesion de niumeros en la cual cada

/& término se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante
f—" denominada razon de la progresion.
+*~

Ejemplos:

a.Interpretamos, definimos el procedimiento que vamos a seguir y resolvemos la
siguiente situacion problematica:

Don José, propietario de una granja, construydé un pozo para contar con
agua potable, pagando por el primer metro G 20 000 y por los metros res-
tantes el triple que el anterior. Sabiendo que por el Ultimo metro de excavacion
se pagaron G1 620 000, ¢qué profundidad tiene el pozo? Cuanto se pagd
por toda la excavaciéon?

Los datos relevantes del problema son:

- Se pagaron G 120 000 por el primer metro de excavacion.

- Por cada metro que se excavd se pago el triple que el anterior.

- Por el ultimo metro de excavacion se pagaron G 1 620 000.

- Por medio de un pequeno analisis podremos saber los metros que se cavaron,
calculando el costo de cada metro.

Calculamos del costo de la excavacion del pozo:

a, = 20000 se pagan por 1 metro

a, = 20000x3 = G60000 se pagan por2 metros
a, = 60000x3 = (180000 se pagan por 3 metros
a, = 180000x3 = (540 000 se pagan por 4 metros
a, = 540000x3 = (1620000 se pagan por 5 metros

El pozo tiene 5 metros y sumando todos los gastos por
metro tenemos G 2 420 000.

¢, Qué otro procedimiento podemos utilizar para resol- “
ver el problema? .

Valiéndonos de la férmula también podemos saber la
profundidad del pozo y el costo total de la excavacion.

a =a,q numero de término
n menos 1

‘ ‘ \— razoén
ultimo primer

término término

n—1

Despejamos n expresando primero en forma de
ecuacion exponencial.

Pozo de agua.

a, _ q"
a, q

an _
9., =4 ‘

1 -

1620 000 Establezco las caracteristicas del agua

3. 20000 3" potable y de la contaminada y su impor-
tancia para la vida. Me informo en los

243 = 3" materiales que se encuentran en el CRA.

3°=3" — n=>5metros
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Para conocer el gasto total aplicaremos la férmula de suma de una progresion

geomeétrica.
g = ailg=1)
n q— 1
s _20000(3°-1)_
n 3-1
s _20000.(243-1) _
! 2 Por la propiedad de la po-
S = 20 0002(242) = 2 420 000 tencia: ”

n—1 = n 7—(l
9" =q". q 1—7

[ Por toda la excavacion se pagaron G 2 420 000.]

b. Verificamos si la siguiente sucesion es una progresion geométrica.

La sucesion es: x, xy, xy%, xy® con x #0 e y #0.

Para verificar que es una progresion geométrica, hallaremos la razon.

2
Primer término — == I y —eslarazdn
XY
3
P . — P
Segundo término  — =)ﬁ=y es la razén

Tercer término —

La razon es constante y se obtiene dividiendo sus términos (el posterior dividido
entre el anterior), podemos afirmar que es una progresion geométrica de razén

q=y.

Reflexionamos sobre cada una de las situaciones presentadas y compartimos en
grupo si las estrategias utilizadas son adecuadas y faciles.

M Actividades de fijacion

Verifico si las siguientes sucesiones son progresiones geométricas. En caso positivo, hallo la

razon.
600, 300, 150, 75 5, — 25, 125, —625 n, 2n2, 4n2, 8n2,...con n 0
1,11 1 31,11 1
4 16 64 312 9

Demuestro que la sucesion: 4, — 8, 16,... es una progresion geométrica infinita en la cual el
primer término, a, =4 ylarazéon g =-2.

Determino y escribo la sucesion.

El 4° término de la PGdondea, =8 yq =-3 El 62 término de la PG donde a, =32y g = 4.
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Escribo una PG para cada situacion:
S
6

. . . 1 1
De 5 términos, siendo a, = 5 Y q =5 -

De 4 términos, sabiendo que a, = = ylarazén g =% .

De 6 términos, siendoa, = 107" y ¢ = 10%.

La caja de perfume de Sabrina tiene caras y bases rectangulares (paralelepipedo rectangular). Sus
dimensiones estan en progresidon geomeétrica. Hallo las longitudes sabiendo que su volumen es
1728 cm*y la suma de sus dimensiones es 63 cm. Determino los valores de sus dimensiones.

Las progresiones geométricas pueden ser:

a. Crecientes, cuando la razén ¢ > 1y los términos de la progresion son positivos;
o cuando 0 <g <1y los términos de la progresion son negativos.

EJEMPLOS:
« 2, 4, 8, 16, ... — g=2 — g>1

1
+ —-12, -6, -3,... — q=5 — g <1

b. Decrecientes, cuando 0 <g <1y los términos son positivos o cuando ¢ > 1y los
términos son negativos.

EJEMPLOS: 1

+ 128, 64, 32, ... 4= — g <1

e — 3, -6, —12, ... — q=2 — qg>1
c. Constantes, cuandog = 1.

EJEMPLOS:

+ 40, 40, 40, ... — g =1

- —13,-13,-13,.. —g=1

d. Alternadas , cuandog < 0.

EJEMPLOS:
- 5, -10, 20, ... g=—
- -9,3, —1,.. g =—1

/)'\ Actividades de fijacion

Clasifico las siguientes progresiones geométricas y justifico mi opcion.

11
4’2’
Escribo dos ejemplos de progresiones geométricas: crecientes, decrecientes y constantes.

1, -12,-36, — 108, 15, 15, 15, -81,-27,-9,
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1.11. Deduccioén de la féormula del término general
de una progresion geomeétrica

Al resolver el problema sobre la produccion de bicicletas llegamos a deducir
el término general de una progresién geométrica. En este apartado deduciremos la
misma analiticamente.

Sea la progresion geométrica: (a;, a,, a5 ,...a ),dondea es eltérminoenésimoy la
n n

razon es q.

Como en toda progresion geométrica, cada término es igual al anterior multiplicado

por la razén, podemos escribir que:

Primer término  — a,

Segundo término — a,=a,.q

Tercer término  — a,=(a,.q).q=a, .q"
Cuarto término  — a,=(a,.q%) .q=a,.q ..

Vemos que un término cualquiera se obtiene multiplicando el primer término (a,)
por la razén (q) elevada a una potencia igual al numero de términos que le
anteceden. De la misma forma podemos hallar el término de orden n, denominado

término general de la PG, que se expresa asi:
ﬁ_ a =a.q" " Donde: a, = primer término
g =razbn
a = enésimo término
n = numero de términos

OBSERVACIONES

12 En la progresion geométrica finita: (a,, a,, a; a,) los términosa, y a; son
equidistantes de los extremos «a, y a,. Asi vemos que:

Equidistantes: que se en-
cuentran a igual distancia de
otra determinada o entre si.

n

a,.a;, =a,.q.a,=a,.a,.4g =a,.a,
a2 a4

Generalizando podemos afirmar que en toda progresién geométrica finita,

el producto entre dos términos equidistantes de los extremos, es igual al

producto de los medios.

EJEMPLO: extremos
- SealaPG: 3, 6, 12, 24. Aplicando la regla vemos que: 6.12 = 3.24
72 = 72
medios

2° Si una progresion geométrica finita tiene un nimero impar de términos, de
acuerdo con la demostracion anterior, el cuadrado del término medio equivale
al producto de los extremos.

EJEMPLO:

- SealaPG: 5, 15, 135, 405 452 = 5x 405
2025 = 2025
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EJEMPLOS:
a. Determinamos el término general de laPG: 3, 9, ...

.- -9 _
tenemos queia, =3 y ¢ = 37
Como an=a1.q”_1 — an=3.3”_1=31+”_1 — |a =3"
b. Hallamos el primer término de unaPGenque a, = =12 y g = —
Los datos son:| 4, =4ad,-q - a4, =— = ;= —3
=_12 q (-2)
a,=-
n=3 9 1
c. En una progresion geométrica el primer términoa =2 y a, = 64.
Calculamos su razén. —

Los datos son: ag=a, . q°> — q°= % = % =32 En estos ejemplos aplicamos
a, f 2 1 conceptos aprendidos en
26:_664 \ éq/g = 932 - q= &2_5 =2 afios anteriores como po-

Luego tencias de igual base, ecua-
ciones exponenciales y loga-
ritmos.

d. Calculamos el nimero de términos de la PG : 9, 27, ..., 3"
Los datos son: Como: a =a..qg" !
a. =9 n 1 q
q1=3 3172 g 31-1 = 32 gu-1 = 32+n—1=gn+1
a =3 . .
n 3" +1 = 317

Igualamos los exponentes porque las bases son iguales:
17=n+1 —> n=17-1=16

Luego, el numero de términos de la progresién geométrica es .

L1

|

OBSERVACION: El numero de términos de una progresion geométrica también se
puede calcular utilizando logaritmo y sus propiedades.

EJEMPLO: Calculamos el numero de términos de la progresion geométrica finita: 3,

6, ...,48
Los datos son] 4, T 44 q"! — Férmula del término general.
4 =63 loga, = loga, +(n—1).logq — Aplicamos las propiedades de los
q9=3% 2 logaritmos en ambos miembros.
a, =48 no= 08an—logd 4 44 — Despejamos n.

log q
Usamos la calculadora cientifica para hallar los logaritmos.
g = logd48—1log3 4 _ 4.1 =5

log 2

[Luego, el nimero de términos esn= SJ
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e. En una progresion geométrica creciente, a, = 4 y a = 16. Calculamos «, y la razon.

Los datos son:| Comoa, es el término medio de a,_ya, , y ademas la progresion geométrica tiene
a, =4 un numero impar de términos, el producto de los extremos es igual al cuadrado
a,=16 del término central, por tanto:

(ag )%= ag.a
(a6)2= 4 .16 =64
ag = V64=1+8

Como la progresion geomeétrica es creciente tomamos a, = 8.

Para calcular la razén, consideramos que:

- - -8 _
ag=ag.q — q= G—T—Z

5
Luego la razén es.

f. Lasumadel 2°y el 5° término de una progresion geométrica creciente es 168 y la
suma del 4° y el 7° término es 1 512. Calculamos el primer término y la razén.

Para resolver aplicamos sistema de ecuaciones:

a2+a5=168 ; a4+a7=1512
ol
a1.q+a1.q4=168 a1q3+a1q6=1512
a,q(1+q°) =168 ; aq®(1+4%=1512

Dividiendo la ecuacion(2) por la(1)tenemos:

wg T+ 1512 |, 2.9 ., ,=3

et 168 L‘.—‘_

Calcul . ¢ Comprendi todos los pasos

aleulamos R estudiados de progresiones geo-
3= stricas? E trario pid

aq (1+4°% =168 métricas? En caso contrario pido

al profesor o profesora que me
168 _ 168 _ 168 _ 168 _ , oxplique.

NTqrg?) gret 33 B4

* Elaboro un cuadro resumen de
todo lo aprendido.

E_uego, larazén es 3 y el primer término es 2}

m Actividades de fijacion
Determino el término general de las progresiones geométricas.
2,16, ... -4,-16, ... 5,—-25, ... 2,1,...

Calculo y verifico mis respuestas con la calculadora.
El 6° término de la PG: 5, —15, 45, ...
El 8° término de laPG: 1, 3, 9, ...
El 5° término de laPG, sabiendo que @ = -4 ylarazéng=-3
El 12 término de laPG, en que a, =—-48 y larazéng=-2
Larazon de laPG,enquea, =4 y a, =40 000
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Hallo el nimero de términos de las siguientes PG:
5,25, ..., 625 4,16, ..., 1024

Determino el 4° término de una PG creciente, sabiendo que as= 28 y ag= 112.

La suma de los dos primeros términos de una PG creciente de cuatro términos es 24 y la suma
de los dos ultimos es 216. Hallo los términos de la progresion.

Resuelvo aplicando diferentes estrategias y justifico mi eleccion.

En una PG creciente la diferencia entre el cuarto y el segundo término es 102 y el tercero es 68. Hallo la
razon.

Don Andrés compra una propiedad a crédito, debiendo pagarla en 4 afos. En el primer afio las cuotas
mensuales son de U$S 660. En los afos sucesivos las cuotas mensuales sufren un incremento del 3% en
relacion con las del afio anterior. ¢ Cual es el monto de cada cuota mensual en
el ultimo afio de pago?

Compré un automovil por valor de U$S 15 000. Sabiendo que el valor del _

mismo disminuye en 30% cada afno, con relacion al valor del afio anterior, ¢en

cuanto podré venderlo al cabo de 7 afios? * ¢ Encontré algunas dificul-

tades en la resolucion?

« Conversamos en grupo
sobre los aciertos y errores.

La suma de los términos consecutivos de una progresion geométrica finita veremos
en la siguiente situacion que vamos a analizar.

Mariana y su hermano Ernesto se proponen ahorrar cada mes el doble del mon-
to del mes anterior para estudiar guitarra. Si el primer mes ahorraron 50 000,
¢cuantos guaranies ahorraran en 5 meses?

Colocamos los datos en forma de matrices, como estudiamos en el 2° curso. En la
primera columna colocamos el N°. de meses y en la segunda, los ahorros mensuales.

MESES AHORROS

1 50 000

2 100 000 — Es una matrizde orden 5 x 2.

3 200000 1l

4 400 000 filas columnas
5 800 000

La deduccién haremos segun los datos del problema.

Primer término — a, =50000 50 000
Segundo término — a, =50 000 .2 =100 000
Tercer término — a. =50000.2%2=200 000

Cuarto término a. =50 000 .2%=400 000
Quinto término a. =50 000 .2%=800 000

a AW N =

Luego sumamosa,+ a, +a, +a, +a, =1550 000

Generalizamos la sucesion expresando cada término de la siguiente manera:

2. n-2 n-1
[ aI,aI q, alq,...,alq ,Cllq }
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+ Observamos que los ahorros mensuales forman una progresion geométrica
finita de razon ¢g = 2.

Progresion geométrica (50 000, 100 000, 200 000, 400 000, 800 000)

La suma de los términos de la progresion geométrica nos da el ahorro de 5 meses
que es de G1 550 000.

¢ Hallamos la suma (S, ) de los términos de la progresion geométrica:

S =a,+agq +a1q2+... + alq"’2 +a1q’“1 1
» Multiplicamos esta expresion por g:
g8 = aq+aq +aqg+.. +aq" +aq" (2

* Restamos (1)de (2).

qs, = )\i+5\§j +\Xi + .. +a\1q"\\1+a1qn
_ N 2 7 3 - nx 1
S =a,+agq+aq +a +..+ag
a

an—Sn = alq” —

1

S(a-0=a, -1 — |§=0@=1)
n n 61—1

Esta férmula también podemos expresarla de
. . a
modo diferente reemplazando en ella a, por suigual: a, = -

qn,
a a, a

g = qn—1(q”_1)= qn—] q _qn—] _ anq"\—h\‘”_a'l _ anq_a1
n q-1 q-1 q-1 q-1

Esta férmula nos permite calcular la suma de los términos de una progresion
geomeétrica finita.

EJEMPLOS:
a. El primer término de una progresion geomeétrica creciente es 3 y el octavo
384. ;Cual es la suma de los ocho primeros términos?

Los datos son:| -« Calculamos q:

a, =3 _ 81 _ _ 384 _V/[384 v _
a;=384 ag=a,q — 384=34" — q7—T — q= T—\/128—2
n=38

S - a,q-a, _ 384.2-3 265

g1 2-1 -

[La suma es 765.]

b. Calculamos la suma de los diez primeros términos de la progresion
geomeétrica: 7, 28, ...

Los datos son:| -« Calculamos con la formula:

a, =7
n'=10 ¢ L ag =) T.4°=1) _ T.(1048576-1) _ 5 4 675
q:2778:4 n q_1 4 -1 3

[La suma es 2 446 675.]
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c. La suma de los términos de una PG finita es 242. Sabiendo que a, =162 y
g = 3, calculamos el primer término de la progresién.
- Como S, = 4rd =41
q-1
_ 162.3 - a, _ 486 —a
242 —5—7 - 242 —5

484 = 486 —a, — a, = 486-484 = 2

[ Luego, el primer término esa,= 2.}

d. Las figuras sucesivas generadas por iteraciones de cuadrados &ﬁ_

en los cuatro vértices forman una PG de razén 4. . o
Iteraciones: repeticiones

I— LB I como en la variacién de los
N a dias, las estaciones, los anos,
etc.
H oOr
o m

Nivel 0 1 2 - ’
Namero 1 4 16 Lo 4= —>que es el tér-
mino general

. . _ 4 de la sucesion.
Calculamos el quinto término:a =a.q¢" "' — =1.4 =256.

+ Calculamos la suma de los 5 primeros términos: S = a"q’ ci;aj = 256:;,4 =1 =341

[La suma es 341.]

m Naikimby porave hagua ]

NAMO FICHARE KO'’APROBLEMA, NAME'EATY PETEITEIME, JARRESOLVE HA UPEI JAHECHAUKA OJUPE
MBA EICHAPA OSE.

a. Karai Alberto niko omba’apo Lambarépe, ojapo cinto vakapigui iporaitereiva. Petel semana-pe ojapo 10,
ambueve semana-pe katu oduplika ohévo hembiapo. Mboy cintopiko upeichard ojapdne poapyha semana-
pe.

b. Peteil bombon ryru mbohapyvéva idimension niko of progresién geométrica-pe. Pe mba'yru apekueniko
112 cm? ha tuichakue katu 64 cm?®. Ahecha mboypa idimensionkuéra.

c. Asuma ko’a término progresion geomeétrica-pegua oiieme’éva. ‘_
1.8,24, ..., 648 3. 7,49, ..., 2 401 * ¢Me ayudaron las formu-
las estudiadas?
2.1,22,...,210 4. 20,100, ..., 12 500

 Realizo un resumen de to-

d. Aheka ha ajuhu do lo desarrollado en pro-

B _ _ _ ~ _ gresiones geomeétricas.
1. Razén ha suma ome’&va umi 4 primeros términos oiva progresion

geomeétrica-pe, jaikuaahina pe término petel oguerekoha 2 ha pe irundyha katu 54.

2. Ahecha mboypahina x ecuacién -pe, jaikuaaniko pe miembro peteiha progresiéon geométrica finitaha.

L+ e+ 2 =120

2 4 8 16
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Consideremos la siguiente situacion problematica:

En un cultivo de cierto tipo de bacterias, bajo determinadas condiciones, las
mismas triplican su volumen cada dia. Si el volumen inicial fue de 5 cm® y el
5° dia fue de 405 cm 3, ;,qué volumen tenian en el 2°, 3%y 4° dia? ;,Qué nos di-

ce el término central? /“'\
Los datos relevantes del problema son: A é

L 3 o i 3 Buscamos en los materia-
- Volumen inicial: 5 cm - Volumen al 5° dia: 405 cm les del CRA informaciones
sobre las bacterias y las
condiciones en las que se
multiplican. Elaboramos
un informe y presentamos
en Ciencias Basicas y sus
Tecnologias.

Queremos calcular los volumenes que tenian el 2°, 3°y 4° dia.
Vamos a formar una progresion geometrica, en que a,=5 y a, = 405.

Calculamos la razon: 40

an=a1.q"’1 — 405=54* — q4=?5=81 — gqg=3

Tomamos el valor g = 3 (positivo) porque las bacterias se triplican cada dia.

Hallamos los términos:
a,= 5.3 =15; a3=15.3=45; a4=45.3=135

Luego la progresion geométrica es: 5, 15, 45, 135, 405.

Los volumenes de las bacterias al 2°., 3°. y 4°. dia, fueron sucesivamente: 15 cm?,
45cm® y 135 cn.

Aplicamos la propiedad: el cuadrado del término medio equivale al producto de los
extremos.

a?=405.5

[ a, =_\/ 405 .5 =_\/ 2025 = 45 — término central de la sucesion. ]

El término central nos dice que el volumen de las bacterias el tercer dia fue de 45 cm?.

Los términos a,, a;ya, comprendidos entre los extremos conocidos se llaman
medios geométricos , que en nuestro ejemplo corresponden al volumen del
cultivo de bacterias en el 22, 3° y 4° dia. La operacion de calcular dichos valores se
denomina interpolacion .

¢, Qué pasos llevados a cabo durante la explicacién de interpolacion de medios
geomeétricos me facilitaron la comprension del tema?

Interpolar medios geométricos entre dos numeros, consiste en formar

una progresion geométrica en la cual los dos numeros dados son los
términos primero y Ultimo, respectivamente.
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EJEMPLOS:
a. Interpolamos tres medios geométricos entre 2 y 162.

e Calculamos la razén:

Igos:dzatos son: a,=a,.q" — q4=i’l_?=% =81 — q=W=V497=V§= +3
.
n=2+3=5 _ y o
(2 conocidos + 3 para Para g= 3, la progresion geométrica es: 2, 6, 18, 54, 162
'”te_rﬁ‘élgr) Para ¢g=— 3, la progresion geométrica es: 2, —618, —54, 162
0 =
5

b. Determinamos cuantos medios geométricos debemos interpolar entre 1— y 256
de modo que la razén sea g= 4.

« Calculamos n.
Los datos son:
_1 n—1 1 1

- - n— 44 -1 n—1
a =z a =a,.q — 256—1-4 — 4%=47"".4
a =256
" 44=4""2 , 4=p-2 > n=6
qg =4

Luego, debemos interpolar 4 medios geométricos.

M Actividades de fijacion

Determino los medios geométricos y describo como los resolvi.

¢, Cuantos medios geométricos debo interpolar entre 8 y 1 de modo que la razén sea 1 ?
Tres medios geométricos entre 48 y 3. 32 2
Cuatro medios geométricos entre 7 y 21 875.

¢,Cuantos medios geométricos debo interpolar entre 96 y 3 de modo que larazén sea 17

Todo capital depositado en un banco u otra entidad financiera produce 3_

un interes compuesto. Matematica financiera: Ma-

tematica aplicada a las acti-

Interés compuesto es una ley de capitalizacion donde los _ o
vidades economicas.

- intereses obtenidos al final de cada periodo se suman al
( capital para producir intereses en el siguiente periodo.

La formula para hallar el interés compuesto es una ecuacién exponencial:

M = monto total
. C = capital inicial
= + 4
[ M=C(1+i) ] Donde i = tasa de interés o tanto por uno
t =numero de periodos de tiempo
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Ejemplos:
a. El curso posee un capital de @1 000 000 que coloca en una Cooperativa al 18%
anual. ;Cual es el monto que obtendra al cabo de un afio, dos afios y tres afios?

* Los datos son: C =& 1000 000: i = 18% — i =11—§O =018

Aplicamos la formula: M = C (1 +i)’ para cada periodo:

o [M=C(1+))

0 M = 1000 000 (1 +0,18)° = 1000 000 — Capital inicial

1 M = 1000 000 (1 +0,18)" = 1180 000 — Monto al final del primer afio

2 M = 1000 000 (1 +0,18)* = 1392400 — Monto al final del segundo afio
2) M = 1000000 (1 +0,18)* = 1643 032 — Monto al final del tercer afio

* Observamos que las cantidades al final de cada afio forman una progresion
geomeétrica de razon: (1 + 0,18), o sea 1,18.

Expresamos los montos formando la siguiente progresion:
1 000 000, 1 180 000, 1 392 400, 1 643 032 .

* Verificamos usando la calculadora.

¢ Coémo es mi calculadora?

Existen diversos tipos de calculadoras cientificas. Cada una de ellas tiene sus parti-
cularidades, por eso traen sus manuales.
Aqui describimos el proceso de cada uno de ellos:

M=C(1+i)
M =1000000(1+0,18)°

L. NoaYoraYanYoraYearnYornys N 2 [ e YanYoaYan
Digitamos asii 1 || O | (x| (6 )| ( /[1/[+]{O0O/ [ -/ 1.8 ) x 3 =
A P N N . W N N AN A A N N

S N )

En el visor aparece1 643032 |

b. Leemos y explicamos en clase el siguiente problema:

¢ En cuantos afios un capital de R$ 6 000 al 10% de interés anual compuesto

se convertira en R$ 7 9867 /"\
* Expresamos la férmula: ‘4}

M=C(1+i) Preguntamos en entidades
7 986 = 6 000 (1 + 0’1 )t bancarias y cooperativas

cuales son las tasas de

- t
% =1,1 interés compuesto a 5 afios
de plazo y sobre una can-
* Hacemos la solucion utilizando logaritmo. tidad propuesta por no-

1,331 = 1,1" aplicamos log a ambos miembros sotros.

log 1,331 =tlog 1,1 Organizamos los datos en

un cuadro y quitamos con-
;= log 1,331 = 012417 = 3 afios e
log 11 0,04139
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[En 3 arios el capital depositado producira R$ 7 986. ]

Ahora hallamos la misma solucién aplicando ecuaciones exponenciales.

Otra forma de resolver seria: 1,331 = 1,1% .
(11)°= 1.1

Comparando ambos procedimientos vemos que obtenemos el mismo resultado.

Recordamos lo que aprendimos sobre logaritmo y ecuaciones exponenciales.

Estudiaremos otro tipo de capitalizacion denominada anualidades de capitalizacién.

Anualidades de capitalizacion son cantidades iguales que se abonan al inicio
de cada afio a una entidad financiera para formar, junto con sus intereses
T—" compuestos, un determinado capital al cabo de un cierto nimero de afos.

+*~

EJEMPLOS: ‘

a. Andrea abre una caja de ahorros donde deposita
@3 000 000 al inicio de cada afio. §Qué capital tendra
al cabo de 3 afios si esta impuesto al 16% anual de in-
terés compuesto?

Ly

“UNIDOS PARA COOPERAR,
COOPERAR PARAPROGRESAR”

16 Esta es la frase en la que se puede resu-
Los datos son: C = @3 000 000;i =-—=0,16; ¢ = 3 afios mir la doctrina de la coaperativa.
100 Una cooperativa es la asociacion volun-
taria de personas que mediante el es-

« Cada aporte anual produce intereses solamente en el . .
fuerzo propio y la ayuda mutua, y sin

periodo que esta impuesto, del siguiente modo: fines de lucro, propenden al mejora-
miento de las condiciones de vida, orga-
Notamos que el tiempo va decreciendo: nizandose conforme a la ley.
3000 000 (1 +0,16)* =& 4 682 688
Las cooperativas pueden ser: de pro-
3 000 000 (1 + 0,16)2 =64 036 800 duccion de bienes (ej.: agricolas), de
3° Anualidad: 3 000 000 (1 + 0,16)1 =@ 3480 000 prestacion de servicios (ej.: médicas) o
de ahorro y préstamo y de consumo; y
capital final acumulado — & 12 199 488 tienen por fin promover el apoyo mutuo.

(El capital final acumulado es ¢12 199 488,

Observamos que las cantidades al final de cada afio
forman una progresion geométrica derazon (1 + 0,16).
Ademas, el capital final acumulado obtenemos
sumando los términos de esa progresion geomeétrica.

Cuando el periodo de tiempo es grande para calcular las
anualidades de capitalizacion se utiliza la siguiente
férmula que se obtiene de la suma de términos de la
progresion geométrica.
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Deduciremos la férmula de anualidades de la capitalizacion de la siguiente forma:
1° anualidad —C(1+)!
29 anualidad: —C (1+i)"

Penditima anualidad: — (1 + i)?
Ultima anualidad: — (1 +1i)

El capital final acumulado obtenemos de la suma de los 7 términos de la progresion
geomeétrica:

C=C(1+i)+C(1+i)y . +C(1+ifP+C(1+i)
El primer término a, = C (1 +i)’

Razéon:q4=(1+1i)

Cantidad de términos: ¢

Aplicamos la férmula de la suma de una progresion geométrica

soailg=1) _C(+i[1+i)-1] =[C[m + i)t — (1 +i)]}
q-1 A+i=X i

— Férmula que nos permite
calcular el capital acumulado.

b. La Sra. Micaela decide ahorrar &5 000 000 anuales que ingresa en un banco
al principio de cada afio para el estudio universitario de su hija. ; Qué capital
tendra al cabo de 6 afios si esta impuesto al 12% de interés compuesto?

_ 12 _

Los datos son: C=5000000; r=6afos; i = 100" 0,12

1° periodo de capitalizacion: 5 000 000 (1 +0,12)°=5000 000 . 1,126 = 9 869 113,43

29 periodo de capitalizacion: 5000 000 (1,12)° = 8 811 708,42

32 periodo de capitalizacion: 5 000 000 (1,12)* = 7 867 596,80

4° periodo de capitalizacion: 5000 000 (1,12)® = 7 024 640

59 periodo de capitalizacién: 5000 000 (1,12)? = 6 272 000

6° periodo de capitalizacion: 5 000 000 (1,12) = 5600 000
Capitalizacion final acumulada [G 45 445 058,65]

Verificamos usando la férmula:

_C[(1+i)'*"=(1+i)] _ 5000000 [(1+0,12) — (1 +0,12)]
i 0,12

[EI capital final acumulado es de & 45 445 058,64.]

= 45445 058,64

C

En los seis afos, ¢qué porcentaje de aumento obtuvo la Sra. Micaela con este
sistema de capitalizacion?

Durante seis afios aporto al inicio de cada aifo G 5 000 000.

La cantidad aportada fue G 30 000 000.
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45 445 058,65——100%
30 000 000——— «x

x =66% — porcentaje de aporte.

Utilizando la regla de tres calculamos el porcentaje.

100 - 66 = 34% — porcentaje de aumento del capital.

[EI porcentaje de aumento que obtuvo la Sra. Micaela es de 34%.}

e[

e Il

r “El Banco Central del Paraguay es una per-
sona juridica de derecho publico, con caracter
de organismo técnico con autarquia admi-
nistrativa y patrimonial y autonomia norma-
tiva en los limites de la Constitucion Nacional
y las leyes”.

“El Banco Central del Paraguay ejercera las
funciones de Banca Central del Estado”.
“Son objetivos fundamentales del Banco
Central del Paraguay preservary velar por la
estabilidad del valor de la moneda y promo-
ver la eficacia y estabilidad del sistema finan-
ciero”.

Ley N°. 489 “Organica del Banco
Central del Paraguay”

_MNEI Actividades de fijacion |

a. Resuelvo los siguientes problemas y verifico con la calculadora.

1. ¢ En qué monto se convertiran ¢ 2 000 000 que tengo 4. Jorge decide ahorrarpara un viaje de estudio
ahorrados para comprar un terreno colocados al
16% de interés compuesto anual en 5 afios?

2. ¢ A qué tanto por ciento anual se han colocado
&6 000 000 para que al cabo de 3 afios se hayan

convertido enG9 858 1927 5.
3. Al nacer Maria, su madre depositd @3 000 000 al
13% de interés compuesto para gastos de salud.
¢, Qué capital tendra cuando cumpla 15 afios?
6
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&5 000 000 anuales que deposita en un banco al
inicio de cada afo. ¢ Qué capital tendra al cabo
de 6 afos si esta impuesto al 13% anual de interés
compuesto?

La familia Vargas deposita en una Cooperativa
¢ 5 500 000 alprincipio de cada afio. Si la caja le
paga 12% anual de interés compuesto, ¢qué
capital tendra al cabo de 20 afos?

. Andrés deposit6 @ 3 000 000 al 9% de interés

anual compuesto. ¢ En cuantos afios retird la suma
de G4 6158727 ; Por qué es importante el ahorro?



b. Averiguamos en bancos, cooperativas y financieras el Q
porcentaje que pagan sobre el capital representado A

en los dos problemas. Fundamentamos sobre la importancia de ahorrar

trabajando en grupo y escribimos nuestras con-
+ Sobre un capital de G5 000 000 calculamos el monto del clusiones.
mismo en 3 meses, 6 meses y 1 afio, segun los intereses que

; . - Investigamos en los Bancos, Cooperativas y Fi-
ofrecen: los Bancos o Financieras y las Cooperativas.

nancieras de nuestra comunidad sobre:

- Elegimos un Banco, Cooperativa o Financiera. Calculamos el * ¢Qué sistemas de ahorro ofrecen? _
capital que tendremos al cabo de tres afios si al inicio de cada icua'?e.SDe' '”t‘?rjs q”‘z aliai s
afio depositamos 200 000 a un interés compuesto y a una SER ool Bl

t | ofertad la institucic ¢,Cémo se calculan los intereses en cada sis-
asa anual orertada por la institucion. o G el

¢ Qué ventajas nos ofrecen los Bancos, Coope-
rativas y Financieras?

¢Ahorrariamos en guaranies o en moneda ex-
tranjera? Justificamos nuestra respuesta.

-E Actividades de retroalimentacion /!f

ELEGIMOS UNA DE LASACTIVIDADES PROPUESTAS Y EXPLICAMOSA LOS DEMAS COMPANEROS Y
COMPANERAS EN QUE CONSISTE, ASiCOMO LA ESTRATEGIA QUE CONSIDERAMOS OPORTUNA
PARA RESOLVERLA

a. Observo la cadena de triangulos equilateros; formo la sucesion de sus perimetros y luego hallo
el enésimo término.

b. Observo la figura formada por baldosas rojas y blancas y construyo una tabla.

1 2 3 4 5

c. Teniendo en cuenta la tabla del ejercicio anterior, contesto:
1. ¢ Cuantas baldosas rojas se necesitan para el 12° orden?

2. ¢ Teniendo 665 baldosas entre rojas y blancas, a qué numero de orden corresponde?
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Dadas las siguientes sucesiones encuentro en cada una de ellas el término general por el
método “Diferencias finitas”.

19, 28, 37, 46, 55, ... 3,5,7,9, 11, ... 4,7,10, 13, 16, ...

Selecciono la estrategia que debo utilizar y resuelvo:

Antonio realiza un recorrido de su casa hasta una Pedro se puso a trabajar en bordados aopo’iy
ciudad vecina en bicicleta. Si en la primera hora aprendio rapido. El primer dia hizo 2 servilletas,
recorre 15 km, en la segunda hora 12 km y asi el segundo 4, el tercer dia 8 y asi sucesivamente.

sucesivamente, en PA, j a qué distancia de su casa ¢ Cuantas servilletas bordara el 7° dia?
se encuentra la ciudad si llega en 5 horas?

Resuelvo las siguientes situaciones probleméaticas y verifico con mi grupo.

La suma de los angulos de un cuadrilatero esta en Un cuerpo cae libremente recorriendo 3m en el
PAY uno de ellos mide 120°. Calculo la medida de primer segundo, 8m en el segundo, y asi
los otros angulos. (Recuerdo que la suma de los sucesivamente en PA. Sitarda 5 segundos en llegar
angulos interiores de un cuadrilatero mide 360°). al suelo, ¢de qué altura cay6?

Calculo los lados de un triangulo Las pérdidas de 5 afios de un negocio estan en
rectangulo, sabiendo que sus PA. El ultimo ario perdié U$S 5 000 y la pérdida de
medidas estan en PA de razén 3. cada afio fue de U$S 500 menos que el afio

anterior. ¢, Cuanto perdié en los 5 afios?
Tres numeros estan en PA; el producto de ellos da
66 y la suma 18. Calculo los tres numeros. (La Sara compra para su madre un terreno a crédito,
progresion esta dada por: x —r; x; X +7r). pagadero en 5 afos. El primer afio paga
U$S 5 000. Si cada afio paga 10% mas que el
ano anterior, calculo:
¢ Cuanto pagara en el 5° afo?
¢ Cual es el importe del terreno?

Luego de resolver estos problemas, digo qué pasos utilizados me facilitaron la solucién de los
mismos.

La suma del primero y segundo término de una Don Carlos ahorra@ 18 000 000 anuales que
PA finita es 6 y el producto de sus tres primeros deposita en un banco cada 2 de enero. ;Qué
términos es 64. Hallo dichos numeros. capital tendra al cabo de 7 afios si esta impuesto

al 18% anual de interés compuesto?
¢En qué monto se convertiran 800 000 colocados

al 16% de interés compuesto anual en 6 afos? Para dentro de 3 afios Carla necesita ahorrar

& 15 000 000 para hacer un viaje de estudios.
¢ Qué capital inicial prestado al 10% de interés ¢ Qué capital debe depositar anualmente en un
compuesto durante 6 afios se convertira en banco que paga un interés compuesto del 13%
612 400 9277 anual?
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.ﬂ Autoevaluacion

a. Verifico mis avances: ¢ Son correctos los resultados obtenidos? ;Qué procedimientos segui?

¢ De qué otra manera los puedo resolver?

1. Calculo los lados de un triangulo
rectangulo, sabiendo que sus me-
didas estan en PA. (Aplico el teore-
ma de Pitagoras para hallarx).

x4+ 1

Descubro el resultado correcto:
A) 15, 20, 25

B) 3,4,5

C) 6,8,10

D) 9,12, 15

)
)
)
E) 1,23

RESUMIMOS

2. Doria Matilde ahorra cada mes U$S 50 mas que

el mes anterior. En 10 afos sus ahorros suman
U$S 3 690. ¢ Cuanto ahorro el primer mes? ;Y el
Gltimo mes?

3. La familia Gonzalez ahorra cada afio el triple de lo

que ahorré el afio anterior. Si en el 5° afio ahorrd
@ 24 300 000, ¢,cuanto ha ahorrado en los 5 afios?

4. Hallo cuatro nimeros en progresion geométrica

sabiendo que la suma de los dos primeros es 32 y
la suma de los dos ultimos 288.

5. La secuencia ( 2= ) €s una progresion

R
aritmética. Determino la razén y el tercer término
de esa progresion.

Sucesiones

Finita: Secuencia ordenada de elementos de un
conjunto con un numero finito de términos a ; a,;

asaz..a

Progresiones

Aritmética: Sucesion de numeros en donde existe
una diferencia comun entre sus términos que se

llama razén y es ademas constante.

Interpolacion

Aritmética: Interpolar medios aritméticos entre dos

Infinita: Secuencia ordenada de elementos
de un conjunto con infinitos términos a ; a;
aya,..

Geometrica: Toda sucesion de numeros en la cual
cada término se obtiene multiplicando el anterior
por una cantidad constante denominada razén de
la progresion.

Geomeétrica: Interpolar medios geométricos entre dos

numeros consiste en formar una PA, en la cual los dos numeros consiste en formar una PG en la cual los dos

numeros dados son los términos primero y ultimo.

numeros dados son los términos primero y ultimo.

Matematica® 51



