UNIDAD

2 Logaritmo

Capacidades

Resuelve situaciones proble- Situacion sociodemografica del Paraguay
maticas aplicando las pro-
piedades de los logaritmos. El Paraguay cuenta hoy con
e Logaritmo y antilogarit- mas de 5 millones de habitantes,
mo. lo que quiere decir que en los

e Propiedades del logarit- ultimos cincu’enta a,ﬁos ?re':ci(')
mo de un producto, un cuatro veces mas. Segun el iltimo
cociente, una potencia y censo, en los proximos treinta
una rafz. afos la poblacion del pais se du-

plicaria, segun las proyecciones
hechas a partir de su ritmo de
crecimiento (2,2%), uno de los
mas altos en América Latina. El
crecimiento de la poblacion se
explica debido a tres factores: por
un lado, las altas tasas de fecundi- :
dad, el aumento de la esperanza Concurrencia por las calles de Asuncion.
de vida y la disminucion de las

tasas de mortalidad infantil; y por otro, el relativo equilibrio entre emigracion

e inmigracion.

Fuente: Rivarola, M. y Colombino, L., 2006

e Analizamos la relaciéon entre el crecimiento de la poblacion y el de-
sarrollo socioeconémico. Compartimos nuestras conclusiones.

2.1. Logaritmo. Concepto

Analizamos la siguiente situacion:

En el Paraguay, la poblacién se incrementa en una tasa de 2,2% al afio, aproxima-
damente. ;En cuantos anos su poblacién podra duplicarse, si la tasa de crecimiento
tiene la misma tendencia?

Con esta informaciéon podemos organizar la Tabla 2.1.

Tabla 2.1
Poblacion
Inicio P,
1 P,=P_x1,022
2 P,= (P, x1,022) - 1,022 = P, (1,022)’ y—
3 P, =P, (1,022).1,022 = P_ (1,022)° 0% 2 2% 102 2%
: 5 102,2
1022 _ 4 07
p P_=P_(1,022)" 100
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* Suponiendo que la poblaciéon se duplique después de x afos, tenemos:
P=2P

e lLuego: P, (1,022) =2 P,

¢ Dividimos ambos miembros de la igualdad por P_y queda:
(1,022) =

Para resolver esta ecuacion, es necesario aplicar logaritmos.

Si reemplazamos en la igualdad anterior el 2, por n, un nimero real y 1,022 por a

entonces queda:
a=n

Logaritmo de un numero es el exponente al que debe elevarse una base
(positiva y distinta de la unidad) para obtener una potencia igual al nimero
dado, es decir:

7’ a=n — logn=x
2

Se denomina logaritmacién a una de las operaciones inversas de la potenciacién, asi
como también lo es la radicacion.

EJEMPLOS:
Tabla 2.2
Radicacion Forma exponencial Forma logaritmica
R7-=3 3 =27 log, 27 =3
32=2 25=32 log,32 =5
V100 =10 102=100 log,, 100 = 2
1 _1 21 1 __
2575 T35 logs 35 =2

Actividades de fijacion
W, )

a. Expreso como logaritmo.

Ejemplo:

1)2¢=16 3)3=1 5)47 = -
log,16 =4

2) 8 =64 4)2°=8
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b. Calculo el valor de los logaritmos.

Ejemplo:
£
1)logz4k=§—> 2x=4 3)log, 5=x 5)log, 1 =x
2 =2
x=2
2) log, 81 =x 4) log, 49 = x 6) log, 256 = x

c. Utilizo la definicion de logaritmo y calculo el valor de x.

1) log, x=4 2) log, x =3 3) log 256 =2

2.2, Sistemas de logaritmos

Dependiendo de los nimeros positivos que se toman como base, se tiene una infinidad de
sistemas de logaritmos. Los méas usados son dos:

Sistema de logaritmos decimales: que es un sistema de base 10 o de Briggs. Se simboliza
“log n" sin expresar la base.

EJEMPLOS:

log36 ; log 100

Sistema de logaritmos naturales: creado por Nepper, cuya base es un numero irracional
e = 2,71828 aproximadamente. Se simboliza “log x" 0 “In x".

EJEMPLO:

log, 24 o In24

John Napier o Nepper, matematico escocés (1550-1617).
Introdujo el sistema de logaritmos naturales, que se simboliza “log, x" 0
“Inx". Fue uno de los primeros en utilizar la moderna notacién decimal
para expresar fracciones decimales de forma sistematica. Inventé una
maquina, que es considerada como antecesora de la calculadora. La
misma constaba de un dbaco con piezas moviles, que recibié el nombre
de “Nepper’s Bond” o “Rejillas”.

Fuente: http://hawaii.ls.fi.upm.es/historia/personajes/ppal_nepper.htm

2.3. Consideraciones generales

30

e En todo sistema, el logaritmo de 1 es cero.

EEMPLOS:  log, 1 =x — 2*=1 - 2:=20  luego
log. 1 =x —» 5 =1 —» 5°=5 Iuego
* Los nimeros menores que 1, sin incluir el cero ni los nimeros negativos, tienen

logaritmos negativos. Los logaritmos de los nimeros negativos no existen en el
sistema de los numeros reales.

EIEVMPLO:  log, 0,1 =x — 10:=0,1 —» 10:=10" luego(x=-1)
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2.4.
2.4.1.

e Los numeros mayores que 1, tienen logaritmos positivos.
EJEMPLOS:  log,8 =x — 22=8 —» 2v=2° Iuego
log,9 =x > 3*=9 > 3'=3 luego(x=2)

* Labase de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, porque si fuera nega-
tiva, sus potencias pares serfan positivas y las impares negativas y, por lo tanto,
habria nimeros positivos que no tendrian logaritmo.

EJEMPLOS:  log,9 =x — (=3F=9 - (-3)=(-3) -

log ,27 =x — (= 3)'=27 perocomo (- 3)*# 27 en este ejemplo no se
puede determinar su
logaritmo.

e Los numeros negativos no tienen logaritmo, pues siendo la base positiva todas sus
potencias son positivas.

EJEMPLO: log, =4 =x —2*==4 loque esimposible resolver pues

Propiedades de los logaritmos
Logaritmo de un producto

El logaritmo de un producto de factores positivos es igual a la suma de los logaritmos
de cada uno de los factores.
¢ Consideramos que:————— x=log A - a*=A

y=1log B - @=B

e Expresamos el producto:—— A.B =g~
AB= a% Por ser productos de potencias de igual base.

e Escribimos en notacion Iogaritmica:iloga (AB)=x+y

* Reemplazamos x e y por sus valores:

[ log, (A.B) =log A +log B J

e Podemos aplicar la misma férmula cuando se dispone
de dos o mas factores:log (A.B.C..N) =log A +log B +..+log N

EJEMPLOS:
a) Ellog, 64 =6y el log, 16 = 4. Calculamos el log, (64 x 16).

Aplicamos la propiedad del logaritmo de un producto.
log, (64 x 16) = log, 64 + log, 16
log, (64 x 16) =6 +4 =10

«-

b) Calculamos el log, (9 x 81).

3= 3 =81
Aplicamos la propiedad del logaritmo de un producto: 3= 32 3r=34
x=2 y=4

log, (9 x81)=log, 9 +1og,81=2+4=6
2 4
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/)'\- Actividades de fijacion j

a. Calculo el logaritmo de los siguientes productos.
1) log, (32 x 8) 2) log, (27 x 243) 3) log, (5 x 25 x 125)

2.4.2. Logaritmo de un cociente

El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo
del divisor.
¢ Consideramos que: x=Ilog A —>a*=A

y=log B>a=B

X
A _gx-y

e Calculamos el cociente entre Ay B: %: s =4
a
Por ser cociente de potencias de igual base.
e Escribimos en notacién logaritmica:—— l"ga% =x-y
: A
* Reemplazamos x e y por sus valores: — | Io S log, A —log B

EJEMPLOS:
a) Ellog, 32 =5y el log, 8 = 3. Calculamos el log, %

Aplicamos la propiedad del logaritmo de un cociente.

log, 32 = log, 32~ log, 8 =5-3 = 2

b) Calculamos el log, % . ¢-

5*=625 5 =125

Aplicamos la propiedad del logaritmo de un cociente: >* 2454 >= gg
X = y =
log. 222 = log_ 625 - log_ 125=4-3 =1
5 125 5 5
//'\‘ Actividades de fijacién ]
a. Hallo el logaritmo de los siguientes cocientes.
27 1296 256
1) log, 5 2) log , T 3) log, 2
2.4.3. Logaritmo de una potencia

El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo de
la base de la potencia.
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e Consideramos:

e Escribimos la expresiéon en forma exponencial:

e Elevamos ambos miembros a la n:

e Resolvemos la potencia de una potencia:

e QObservamos que x n es el logaritmo de A",

(ax)n = A"

gk = An

e Escribimos en forma logaritmica:

e Reemplazamos x por su igual y ordenamos:

EJEMPLOS:

a) log, 8 =3.1log,8=3x3=9

b) log39‘3=1—3.log39=—3x2=—6
c) log, 256* = . log, 256 =—l:x 8=2

/)'\- Actividades de fijacion ]

a. Calculo el logaritmo de las siguientes potencias.

1) log, 64°

24.4.

2) log, 27

Logaritmo de una raiz

log A"=x.n
[loga A" = n.log A ]

«—

22=8 3=9 2=256
2x=23 3x:32 2x=28
2= 3 x=2 x=8

3) logS‘IZS%

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la cantidad subradical dividido por

el indice de la raiz.

» Consideramos que:

e Escribimos en forma exponencial:

x=log A
a'= A

e Hallamos la raiz enésima de
ambos miembros:

(= A

e Escribimos el radical como exponente
fraccionario en el primer miembro:

of =R

e Aplicamos logaritmos a ambos miembros:

e Escribimos en forma logaritmica:

loga” = log YA

log NA =3

Reemplazamos x por su igual:

EJEMPLOS:

4—_l0g39_;_1_
a) log,\ 9 = T3

b) log, \T28 = 8128 _ 1

log, A = IO%A

3*=9 2=128
3x=32 2x=27
x=2 x=7
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/)'\- Actividades de fijacion j

a. Completo las expresiones.
Ejemplo:
1) log,Vm = l"gg o 2) logVA 3) log,\B

b. Calculo el logaritmo de las siguientes raices.

1) log, V512 2) log, V81 3) log, V216
2.4.5. Calculo de la expresion conociendo su logaritmo
EJEMPLOS:

a) Calculamos el valor de A cuyo logaritmo en base 2 es log, m + log, n + log, 4

e Consideramos que:

log, A =log, m + log, n + log, 4
* Aplicamos propiedades:—— log, A = log, (m.n.4)

b) iCual es la expresion cuyo logaritmo decimal es: log m — logn?

o

¢ Tomamos: log A =logm - logn
e Aplicamos propiedades: — log A = log L
(]
A=10
n=

c) Hallamos el valor de A cuyo logaritmo en base 3 es 5 x log,m

-

 Consideramos que: log, A =5 x log, m

* Aplicamos propiedades:  log, A = log, m’ @S los logaritmos son iguales,
L'J—Q los nimeros también lo son.
A=m®

N Actividades de fijacion ]

a. Calculo el valor de A y verifico los resultados.

1) log A = log3m — log 2n 4) logA:lOg%
2) log, A =log,32 + log, 8 5) log, A = log, 64 + log, 256 + log, 512
3) logA=510g8 6) log, A = 2 log, 81

2.5. Calculo de logaritmos decimales y naturales

Anteriormente trabajamos con cifras cuyos logaritmos eran cantidades exactas. En la mayoria de
los casos son inexactas y muy dificiles de resolver mentalmente por eso se recurre, actualmente,
al uso de las calculadoras.
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2.5.1.

Uso de la calculadora

Para calcular los logaritmos decimales y naturales, las calculadoras poseen las teclas “log” y “In"
correspondientes a los logaritmos decimales y naturales respectivamente, y para sus funciones in-
versas “10*" y “e*". Para efectuar los célculos es conveniente leer las instrucciones de sus manuales
ya que las diversas marcas y modelos tienen procedimientos diferentes.

EJEMPLOS:
a) Seguimos las instrucciones de la calculadora y comprobamos que el logaritmo decimal de los
siguientes numeros es:

® log 5,746 = 0,759365621 ° log 3745 = 3,573451822
® Jog 0,052 = -1,283996656 ® Jog 23,65 =1,373831145

Observacion: trabajar con 9 cifras decimales en la calculadora.
b) Comprobamos que el logaritmo natural de los siguientes niumeros es:
® [n174 = 5,159055299 ® [n 0,03 = -3,50655797

c) Calculamos el numero cuyo logaritmo decimal es 1,400365273
e Llamamos N al nimero que buscamos logN = 1,400365273
e Utilizamos la funcion inversa del logaritmo y obtenemos N = 25,14

Esta operacién se conoce como antilogaritmacion, es decir, si se conoce el logaritmo de un nume-
ro, se puede calcular el nimero al cual corresponde.

USO DE LA CALCULADORA PARA CALCULAR LOGARITMOS

Algunas calculadoras poseen dos teclas con las siguientes funciones:

. log 52

Tecla log : permite calcular el logaritmo decimal de un numero N entero o decimal.
Tecla 10*: permite calcular el numero N, cuando se conoce log N = x.

Usando esas teclas, las propiedades de los logaritmos y las cuatro operaciones fundamen-
tales, es posible realizar los siguientes calculos:

Se digita: 52 — tecla — 1,716003344
log52 = 1,716003344

log 32,35
log 32,35 = ;— log 2,35

Se digita: 2,35 — tecla , 0371067862 _ ¢ 123689287

— 3
log 2,35 = 0,123689287
log, 349
log, 349 = log 349

log 2
Usando la tecla , se calcula log 349 = 2,542825427 y log 2 = 0,301029995

log, 349 = 2:242825427 . g 447083245
0,301029995

log,, x=0,72342
Se digita: 0,72342 — teclas (Shift) 10") > 5,289565508
log 5,289565508 = 0,72342
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/)'\- Actividades de fijacion ]

a. Hallo, con la calculadora, los siguientes logaritmos y comparto con mis pares, el procedimiento seguido.
1) log 24 3) log 0,025 5) log 375
2) log 1360 4) log 0,0036 6) log 26
b. Calculo el antilogaritmo de:
1) log N = 1,87251 3) log N = — 1,25964 5) log N = 3,12888
2) logN =-2,61979 4) logN =—-1,83863 6) log N = 1,40415

2.6.
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Calculo de operaciones utilizando logaritmos
decimales

e Utilizando la calculadora podemos efectuar directamente cualquier operacion,
como asimismo podemos calcular usando logaritmos y sus propiedades.

-
EJEMPLO:
a)  x=3246725 E %

1 . . Este procedimiento era muy importante
246,25)°= 3,008 -~ Calculo directo antes de la popularizacion del uso de

la calculadora. Ahora lo hacemos solo
a efecto de demostrar que se llega al
mismo resultado.

=
Il

Usando logaritmo y sus propiedades:
log x = log\l5 246,25 =1§x log 246,25 =%. 2,391376239 = 0,478275247

x — antilogaritmo de 0,478275247
x = 3,008
e Conociendo el logaritmo de algunos numeros, podemos calcular el logaritmo de
otras expresiones.

EJEMPLO:
b) Calculamos el logaritmo de x utilizando las propiedades de los logaritmos y los
siguientes datos:

log2 =0,301030, log3=0,477121 vy log5 =0,698970

x_ V15
63
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Descomponemos 15y 6 en sus factores primos: 0
Transformamos la expresion en: B -

_\3x5 15]3 62
T2 x3y 5(5 3|3
(1) (1)
logx = % (log 3 + log 5) — 3(log 2 + log 3)

logx= 2-(0,477121 + 0,698970) — 3(0,301030 + 0,477121)

1
2
[ logx = - 1,7464075]

c) El nimero de bacterias de un cultivo, que inicialmente es de 5 000, viene dado
por la expresion 5 000. 1,2t (donde t estd expresado en horas). Calculamos el tiempo
que tarda en triplicarse.

Empleamos el Método de Polya para la resolucién del problema
* Comprendemos el problema.
N° inicial de bacterias = 5 000 .
N° de bacterias en t horas = al triple del N®inicial, es decir::'
5000.1,2*=3x 5000
Vamos a calcular el tiempo t que tarda en triplicarse.

* Concebimos un plan.
En este caso, partimos de la ecuacion: N
5000. ‘IIZt =3x5000 Interior de un laboratorio.

* Ejecutamos el plan.
Dividimos ambos miembros de la ecuacién por 5 000 y queda:

1,2t=3

Aplicamos logaritmo a ambos miembros de la igualdad:
log 1,2 = log 3

Aplicamos la propiedad de la potenciacion del logaritmo:
t.log1,2=1log3

Luego, t = log 3 =~ 6,03h= 6h1min
log 1,2

[ El tiempo que tardan en triplicarse las bacterias es 6 h 1 min.J

* Examinamos la solucién obtenida.
Verificamos el resultado obtenido con el uso de la calculadora:

6,03 .log 1,2 =log 3
6,03 .0,079181246 =0,477121254
0,477 =0,477
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//'\- Naikiimby porave hagua j

Ajapo ko’a tembiapo, ajesareko pora irresultado rehe ha ambojoja che iringuéra mba’ére, amyatyrd
oi vairamo.

a. Ajuhu logaritmo x rehegua aiporukuévo propiedades, ha ko'a datos: log 2 = 0,301030,
log3=0,477121, log5 = 0,698970 y log 7 = 0,845098.

b xe 2
25
107
2

2) x= X 3%
V7

b. Ajapokuévo, aiporu propiedades logaritmo rehegua.

1)log¥

3) log VM x N?

c. Peteilogaritmo raménte oiporu x.

1)x=logA+logB—1€logC

2)x=31logC —i5(logD+310gE)
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- Actividades de retroalimentacion /ké

FORMAMOS GRUPOS, SELECCIONAMOS DIEZ ACTIVIDADES DE DISTINTOS iTEMS PARA RESOLVER EN CADA GRUPO,
DESARROLLAMOS Y PRESENTAMOS EN PLENARIA NUESTRO TRABAJO.

a. Desarrollo las siguientes expresiones aplicando las propiedades de los logaritmos.
1) log &b 3) loga? Vb 5) log,(Va. b%)

2) lng%x logz\/— 6) log 1 V

b. Calculo, aplicando propiedades, el logaritmo de las siguientes expresiones.

) log, (243 x 81 x9) 3) log, 25° 5) log, (6 x 36 x 216)
2) log, 122 128 4) log 125 6) log, V512

c. Escribo las expresiones siguientes de modo que el logaritmo aparezca una sola vez.

1) logm + log n 3);—logm+3logn—logz S)Z—OEﬂ—ﬁ:—;”

2) 3log, x—2 log, y 4) log, a — log, (bc) 6) —2logm+ 2 logn
d. Calculo el valor de cada expresién, sabiendo que su logaritmo decimal es:

1) log 9a — log 2b 3)3_102& 5) 3log(2x—1)

2)%log3a 4) logm+210gn—lg‘;gL 6) logx—log (x + 1)

e. Calculo el logaritmo de A utilizando: log 5 = 0,698970, log7 =0,845098 y log 11 =1,041393.

HNA=—! _ 3 ,
JA==5 3) A=121.349 5)A=(17_1)05

. 4 A=35 311 5 A= 377
2)A= % 5
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- Autoevaluacion -

LEO CON ATENCION CADA ACTIVIDAD PROPUESTA, LA RESUELVO, VERIFICO EL RESULTADO Y ANALIZO EL PROCEDI-
MIENTO SEGUIDO.

a. Expreso como logaritmo.

a1 , 1
1) 104 = 10 000 2)3-4=_L 3)5-4=_1_
: ) 81 ) 125

b. Calculo el logaritmo de las siguientes expresiones y encierro en circulo la letra que indica la respuesta
correcta.

1) log, 21566 2) log, 49 2
a.4 c. -2 a.-2c. -4
b.2 d.6 b.4 d. 7

c. Resuelvo aplicando las propiedades de los logaritmos e indico la respuesta correcta subrayandola.

1) Un capital de @400 000 fue aplicado a un interés compuesto y a una tasa anual de 12%. ;Después de
cuanto tiempo se obtendra un interés de & 100 000?

A. 1 ano 11 meses 19 dias C. 6 ahos 6 meses
B. 1 ano D. 12 anos

Logaritmo

elog A=neb"=A

RESUMIMOS

Propiedades
* log, (A.B)=log A +log B

® log, (%) =log A —log,B
* log A" = n.log A

n A
. logb\/_ = —lognb
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